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内 容 提 要 


本 书 详细 介绍 非 线 性 动力 系统 高 维 定性 理论 和 分 支 理论 (局 部 和 大 范围 ) 。 全 书 共 分 两 卷 。 第 
一 卷 共 有 6 章 和 2 个 附录 , 主要 内 容 有 : 动力 系统 基本 概念 , 动力 系统 的 结构 稳定 平衡 态 和 结构 
稳定 周期 轨 线 , 不 变 环 面 , 局 部 和 非 局 部 中 心 流 形 理论 以 及 鞍点 平衡 态 附近 系统 的 特殊 形式 和 远 
点 不 动 点 附近 轨 线 的 一 阶 渐 近 。 全书 可 作为 大 学 数学 系 高 年 级 本 科 生 、 研 究 生 、 教 师 的 教科 书 和 
教学 参考 书 , 也 供 非 线性 动力 学 和 动力 系统 其 它 方向 的 学 生 、 教 师 、 工 程 师 、 学 者 和 专家 学 习 和 
参考 。 


“没有 什么 比 好 的 理论 更 实用 。” 


James C. Maxwell 


我 们 既 要 追求 优美 , 同样 也 要 选择 有 用 。” 


Henri Poincaré 


《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基 本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数 学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 


“站 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著 名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 己 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数 学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


中 文 版 序 


我 很 高 兴 为 我 们 的 书 《 非 线 性 动力 学 定性 理论 方法 》 (Methods of Qualitative 
Theory in Nonlinear Dynamics) 的 第 一 卷 和 第 二 卷 的 中 文 版 写 这 个 序 . 该 书 原来 的 思 
想 和 内 容 是 俄 文 的 , 但 是 首先 是 由 世界 科技 出 版 公司 (World Scientific) 于 1998 年 和 
2001 年 出 版 英文 版 , 再 由 计算 机 研究 院 出 版 社 (Hacrzrryr KoMIbIoTepHbIX zccxe- 
HoBaHM 交 ) 和 有 序 与 混沌 动力 学 出 版 社 (Regular and Chaotic Dynamics) 分 别 于 2004 
年 和 2009 年 从 英文 翻译 回 到 俄 文 版 , 感谢 高 等 教育 出 版 社 现 在 出 版 中 文 版 . 这 样 , 对 
本 书 的 读者 将 有 更 多 的 科学 语言 可 使 用 . 

本 书 系统 地 讨论 了 动力 系统 简单 极限 集 的 所 有 主要 分 支 , 这 些 极限 集 包括 稳定 
平衡 态 , 周期 轨道 和 不 变 环 面 . 但 是 重点 是 对 高 维系 统 中 的 大 范围 分 支 同 宿 分 
支 和 异 宿 分 支 的 讨论 . 通常 这 种 无 形 解 是 大 部 分 非 线性 系统 中 复杂 动力 学 的 主要 组 
织 中 心 . 我 们 对 同 宿 研究 所 用 的 关键 方法 都 得 到 了 严格 的 论述 上 且 具有 完全 的 一 般 性 . 
我 高 兴 地 强调 大 范围 分 支 的 工具 箱 中 的 大 部 分 工具 在 这 里 即 在 Nizhny Novgorod (以 
前 的 Gorky) 一 一 大 家 引 以 为 豪 的 世界 著名 的 Andronov 非 线性 振动 学 派 的 基地 得 
到 了 发 展 . 

这 本 特别 偏爱 数学 技巧 的 严格 的 教科 书 为 大 学 生 和 研究 生 水 平 的 数学 课程 打下 
了 坚实 的 基础 . 本 书 也 可 作为 工程 或 者 任何 其 它 非 线性 动力 学 交叉 学 科 的 参考 书 以 
及 一 本 十 分 透彻 的 自学 教材 . 书 中 包含 有 大 量 的 迄今 为 止 还 没有 在 教科 书 中 出 版 的 
大 范围 分 支 材料 . 其 中 包括 许多 第 一 次 详细 阐述 的 新 奇 分 支 , 例如 蓝天 突变 以 及 鞍 
点 和 鞍 - 焦点 之 间 的 各 种 同 宿 连 接 和 异 宿 连 接 . 这 些 新 颖 分 支 现 在 已 经 在 非 线性 动 
力学 的 各 种 应 用 , 例如 在 神经 科学 、 医 学 、 化 学 和 流体 力学 中 被 广泛 地 发 现 . 本 书 已 
经 被 横 跨 欧美 和 俄罗斯 的 大 学 中 普遍 地 作为 动力 系统 的 教材 ， 当 然 我 也 希望 这 个 趋 
势 将 延伸 到 中 国 . 


"iv 中 文 版 序 


现今 中 国正 在 崛起 ， 当 我 于 2002 年 接受 邀请 在 北京 的 世界 数学 家 大 会 上 递送 
题 为 《分 支 理 论 与 奇怪 吸引 子 》 的 报告 而 访问 这 个 国家 的 时 候 亲 眼目 睹 了 她 的 指数 
式 飞速 增长 . 我 想 这 个 国家 如 果 没 有 科学 和 研究 的 发 展 , 那么 她 的 经 济 的 显著 发 展 
也 是 不 可 能 的 . 一 个 明显 的 迹象 是 在 纯粹 数学 与 应 用 数学 、 物 理 和 生命 科学 的 中 国 
研究 的 各 种 不 同 顶 级 杂志 大 量 增长 . 我 希望 用 中 文 母语 出 版 的 我 们 的 这 两 卷 书 将 进 
一 步 鼓舞 和 培养 中 国 新 一 代 的 非 线 性 动力 学 家 . 

最 后 , 我 仅 代表 合 著者 感谢 金成 村 教授 为 我 们 全 书 所 作 的 出 色 翻译 工 作 . 


Leonid Shilnikov 
Nizhny Novgorod 
2010 年 6 月 


由 国际 著名 动力 系统 专家 L.Shilnikov 等 四 人 合 写 的 这 部 《 非 线性 动力 学 定性 理 
论 方法 》 一 书 共 分 两 卷 (中 本 版 按 英文 版 Methods of Qualitative Theory in Nonlinear 
Dynamics，World Scientific 出 版 社 出 版 的 第 一 卷 (1998), 第 二 卷 (2001) 翻译 . 该 书 现 
已 出 版 俄 文 译本 , 第 一 卷 (2004), 第 二 卷 (2008))， 本 书 是 前 苏联 著名 Andronov 非 
线性 振动 学 校 继 Andronov, A. A., Vitt,，A. A. 和 Khaikin, S. E. 的 《振动 理论 》， 
Andronov, A. A., Leontovich, E. A., Gordon, I. BE. 和 Maier, A. G. 的 《平面 动力 系统 
分 支 理论 》 以 及 Andronov, A. A., Leontovich, E. A., Gordon, I. E. 和 Maier, A. G. 
的 《平面 动力 系统 理论 》 等 著名 著作 ( 原 书 都 为 俄 文 版 , 现在 都 有 英文 版 ) 后 又 一 部 
关于 非 线性 动力 学 理论 方法 的 优秀 著作 . 该 书 除 介绍 平面 动力 系统 分 支 理论 的 重要 
结果 以 外 , 主要 以 严谨 的 数学 理论 为 基础 , 介绍 高 维 动力 系统 (连续 和 离散 ) 的 定性 
理论 和 分 支 理 论 . 其 介绍 的 理论 和 方法 介 于 基础 教科 书 和 抽象 动力 系统 理论 之 间 . 

由 常 微分 方程 和 映射 (包括 微分 同 胚 ) 定义 的 动力 系统 的 高 维 分 支 理论 在 上 世纪 
60 年 代 开 始 得 到 了 很 大 发 展 , 特别 是 那 时 出 现 了 这 种 系统 的 混沌 解 . 为 了 研究 这 种 
以 前 没有 发 现 过 的 新 现象 的 发 展 规律 , 必须 对 高 维 分 支 问题 作 系统 而 细致 的 分 析 . 但 
是 高 维 定性 理论 和 分 支 问 题 比 平面 情形 复杂 得 多 . 平面 系统 由 于 有 著名 的 Poincaré- 
Bendixson 理论 , 它们 的 极限 集 相 对 比较 简单 , 高 维 情形 就 不 一 样 , 其 不 变 集 除了 平 
衡 态 、 周 期 轨 线 、 鞍点 分 界线 连接 以 外 , 还 可 以 有 其 它 更 加 复杂 的 不 变 集 , 如 奇怪 吸 
引子 等 . 

本 书 作 者 用 新 的 方法 详细 阐述 了 由 常 微分 方程 和 映射 (包括 微分 同 胚 ) 定义 的 
系统 的 高 维 定性 理论 和 分 支 问 题 . 他 们 从 对 平衡 态 和 周期 轨 线 邻 域内 线性 化 系统 的 
特征 值 作 更 细致 分 划 开 始 , 详细 分 析 了 平衡 态 和 周期 轨 线 (特别 是 与 混沌 性 态 有 关 
的 高 维 空间 中 的 鞍点 , 鞍 - 结 点 , 鞍 -- 焦点 等 各 类 , 各 类 同 宿 回 路 和 异 宿 环 ) 邻 域内 


的 轨 线 性 态 , 用 他 们 的 边 值 问题 新 方法 分 析 局 部 和 大 范围 各 类 不 变 流 形 (包括 不 变 
叶 层 ) 的 存在 性 、 光滑 性 . 最 后 详细 并 严格 地 讨论 了 各 类 局 部 分 支 和 大 范围 分 支 ( 包 
括 余 维 2 分 支 ), 其 中 包含 有 通 向 混沌 道路 的 分 支 . 

本 书 对 有 关 问 题 的 发 展 历史 , 与 实际 问题 的 联系 介绍 得 很 清楚 , 对 问题 的 来 龙 去 
脉 也 介绍 得 很 详细 . 书 中 用 到 较 高 深 的 数学 概念 一 般 都 有 说 明 ， 定理 证 明 大 多 比较 
细致 . 但 必须 指出 , 书 中 有 些 公式 和 分 支 的 推导 是 借助 于 有 关 计 算 机 软件 得 到 的 , 用 
通常 的 分 析 方 法 一 般 很 难 办 到 . 读者 开始 接触 时 不 要 被 搞 得 望 而 生 县 . 欲 知 其 详 , 建 
议 读者 可 参考 译 者 不 久 前 翻译 并 由 科学 出 版 社 出 版 的 库 兹 涅 估 夫 著 的 《 应 用 分 支 理 
论 基础 》(2010 版 ) 一 书 , 那里 对 分 支 理论 的 数值 分 析 有 较 详 细 的 介绍 , 并 有 一 些 具 
体 计 算 例子 , 例如 , 如 何 用 MAPLE 命令 计算 Hopf-Hopf 分 支 的 Poincaré 规范 形 以 
及 用 其 它 专 适用 于 动力 系统 分 支 理 论 的 软件 计算 分 支 曲 线 等 . 

还 值得 一 提 的 是 本 书 两 卷 的 序言 写 得 特别 详细 , 这 在 一 般 著 作 中 也 是 少 有 的 , 特 
别 是 第 二 卷 , 作者 花 了 相当 大 的 篇 幅 介绍 非 线 性 动力 学 有 关 课 题 的 发 展 历史 以 及 各 
章 内 容 , 读者 可 以 经 常 回 过 头 来 反复 查看 . 另 一 个 值得 注意 的 是 全 书后 面 的 例子 、 问 
题 与 练习 , 这 部 分 内 容 特别 对 于 刚 开 始 做 研究 工作 的 读者 很 有 参考 价值 . 书 中 列举 的 
问题 不 少 来 自 有 关 文献 . 例如 对 以 本 书 作者 之 一 L.O.Chua 名 字 命 名 的 Chua 电路 
的 详细 分 析 , 它 是 继 Lorenz 方程 出 现 混沌 性 态 后 又 一 个 来 自 实际 问题 出 现 混沌 现象 
的 系统 . 书 中 对 每 一 个 问题 的 研究 分 析 都 提出 了 详细 的 方案 , 对 有 些 作为 例子 的 问题 
还 作 了 细致 的 讨论 . 这 也 是 对 各 章 正 文 很 好 的 补充 . 

本 书 有 些 内 容 是 第 一 作者 L.P.Shilnikov 本 人 在 Nizhny Novgorod 大 学 应 用 数学 
与 控制 论 研究 所 微分 方程 系 30 年 来 教授 “平面 定性 理论 ” 课程 (一 学 年 ) 的 教材 . 对 
于 要 学 习 高 维 定性 理论 和 混沌 理论 的 高 年 级 学 生 和 研究 生来 说 本 书 无 疑 是 一 本 难得 
的 好 教材 . 当然 , 对 于 那些 从 事 非 线性 动力 学 研究 工作 的 工程 师 、 学 者 和 专家 , 本 书 
也 是 一 本 有 价值 的 参考 书 . 

对 于 不 同 水 平和 不 同 要 求 的 读者 可 以 选读 本 书 的 不 同 内容 , 对 初学 者 最 好 同时 
补充 一 些 本 书 没 有 介绍 而 在 非 线性 动力 学 中 很 重要 的 相关 内 容 , 例如 平面 定性 理论 
的 基本 知识 , 不 变 环 面 上 轴线 性 态 的 Poincaré-Denjoy 理论 以 及 著名 的 Smale 马蹄 
等 . 动力 系统 理论 中 的 著名 定理 , 如 入 - 引 理 、 封 闭 性 引 理 等 都 作 了 介绍 并 给 出 应 
用 . 

本 书 的 第 一 卷 对 全 书 是 引 论 性 的 , 主要 介绍 常 微分 方程 和 动力 系统 的 基本 概念 ， 
结构 稳定 平衡 态 (特别 对 鞍点 ) 和 周期 轨 线 附近 的 性 态 、 不 变 环 面 以 及 局 部 和 大 范围 
中 心 流 形 定理 . 第 二 卷 是 本 书 的 重点 , 介绍 结构 稳定 系统 、Morse-Smale 系统 、 平 衡 态 
的 第 一 、 第 二 、 第 三 临界 情形 、 弱 共振 和 强 共 振 、 平 衡 态 和 周期 轨 线 (包括 贰 - 结 点 ， 
鞍 - 焦点 周期 轨 线 ) 的 局 部 分 支 和 大 范围 分 支 以 及 通 往 混沌 动力 学 的 一 些 分 支 . 在 最 
后 的 例子 、 问 题 和 练习 中 特别 介绍 了 有 关 Lorenz 方程 , Henon 映射 Khorozov-Takens 
方程 , Hindmarsh-Rose, Shimizu-Morioka 等 模型 和 Chua 电路 等 的 详细 分 析 . 
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科学 和 技术 中 的 许多 现象 本 质 是 动力 学 现象 . 很 长 时 间 人 们 相信 和 驻 定 机 制 , 周期 
运动 以 及 调制 中 的 拍 频 是 可 观察 到 的 仅 有 状态 . 但 是 , 20 世纪 下 半 叶 的 发 现 戏剧 性 
地 改变 了 我 们 对 动力 学 过 程 特征 的 传统 观念 这 个 突破 来 自 一 类 叫 动力 混沌 的 新 振 
动 的 发 现 . 随 着 对 动力 学 现象 的 越 来 越 深入 的 理解 令 我 们 对 我 们 的 非 线性 世界 有 了 
更 清晰 的 认识 . 这 导致 作为 科学 学 科 的 非 线性 动力 学 的 产生 , 其 目的 是 研究 非 线 性 
动力 学 过 程 中 的 一 般 规 律 (正则 性 ). 

研究 一 个 新 现象 的 典型 方案 的 通常 过 程 如 下 : 首先 对 被 研究 的 有 关 实 验 或 观察 
构造 一 个 动力 学 方程 形式 的 适当 数学 模型 , 然后 分 析 这 个 模型 ， 并 将 分 析 结 果 与 实 
验 现 象 进行 比较 . 

这 个 方法 首先 是 由 Newton 建议 的 .Newton 发 现 的 几 条 定律 提供 了 包括 天 体力 
学 在 内 的 多 个 问题 的 数学 模拟 基础 . 限制 二 体 问 题 的 解 , 给 Kepler 几 条 实验 性 定律 
以 令 人 信服 的 解释 . 事实 上 , 从 Newton 开始 , 模拟 自然 界 的 这 个 方法 统治 了 这 个 领 
域 许 多 年 . 但 是 , 即使 这 样 的 纯 科 学 方法 也 必须 通过 考察 实际 现象 与 它 的 现象 学 模 
型 之 间 的 符合 程度 来 确认 , 就 像 Brillouin 恰当 地 指出 : “数学 模型 与 真实 之 间 的 不 同 
就 像 地 球 仪 与 地 球 一 样 ”. 

非 线 性 动力 学 中 的 数学 模型 通常 是 由 含有 有 限 个 参数 并 解析 地 给 定 的 非 线性 方 
程 系统 组 成 . 系统 可 以 由 常 微分 方程 , 偏 微分 方程 , 时 滞 微 分 方程 , 积分 - 微分 方程 
等 刻画 ， 本 书 将 仅 处 理由 常 微分 方程 描述 的 (离散 空间 ) 系统 . 此 外 , 我 们 将 限于 研 
究 非 保守 系统 , 因此 把 “理想 ”的 Hamilton 系统 动力 学 (在 19 世纪 末 Klein 认为 大 
部 分 “无 摩擦 的 吸引 力 ” 都 可 用 这 种 系统 描述 ) 放 在 一 旁 . 

微分 方程 系统 是 写 为 形式 


de 


天 ”网 


的 系统 , 其 中 独立 变量 t 称 为 时 间 ， 非 线性 动力 学 的 基本 假设 之 一 ， 就 是 一 切 可 观 
察 的 状态 必须 是 稳定 的 , 这 个 以 常识 为 基础 的 假设 可 追溯 到 Aristole. 由 此 得 知 , 我 
们 对 微分 方程 系统 的 任何 综合 性 研究 都 必须 把 注意 力 集中 在 无 穷 时 间 区 间 上 解 的 
特性 上 .从 这 种 观点 考虑 的 系统 称 为 动力 系统 . 虽然 动力 系统 的 概念 是 一 种 数学 抽 
象 一 一 事实 上 , 从 宇宙 论 我 们 知道 , 万 物 的 生命 时 间 都 是 有 限 的 一 但 是 , 现实 世界 
的 许多 现象 都 通过 动力 系统 的 理论 得 到 了 成 功 的 解释 . 按照 这 个 理论 的 语言 , 驻 定 
态 的 数学 对 象 是 平衡 态 , 自 激 振动 的 对 象 是 极限 环 , 调制 的 对 象 是 具 拟 周期 轨 线 的 不 
变 环 面 , 以 及 动力 混沌 的 对 象 是 奇怪 吸引 子 , 即 由 不 稳定 轨 线 所 组 成 的 吸引 极限 集 . 

原则 上 , 所 引用 的 前 面 三 个 类 型 的 运动 可 用 线性 理论 解释 . 那 是 19 世纪 人 们 所 
使 用 的 方法 , 即 主要 借助 线性 常 微分 方程 或 者 线性 偏 微分 方程 模拟 考虑 各 种 不 同 的 
实际 应 用 . 最 著名 的 例子 是 蒸汽 机 的 控制 问题 , 它 的 研究 导致 平衡 态 的 稳定 性 问题 
的 解决 , 即 古 典 的 Routh-Hurwitz 准则 . 

非 线性 动力 学 中 最 值得 注意 的 事情 要 追溯 到 20 世纪 二 、 三 十 年 代 . 这 个 时 代 的 
特征 是 无 线 电工 程 的 快速 发 展 . 许多 非 线性 无 线 电 工程 问题 的 一 个 共同 特征 是 相应 
的 瞬 变 过 程 一 般 都 相当 快 , 因此 花费 很 少时 间 就 可 完成 一 个 复杂 的 实验 . 在 当时 与 
数学 模型 相应 的 拟 线性 方程 的 简单 系统 通常 也 起 了 重要 的 作用 . 接 下 来 允许 研究 工 
作者 利用 以 Poincaré 的 极限 环 理论 和 Lyapunov 的 稳定 性 理论 为 基础 的 方法 对 有 关 
数学 模型 作 相当 完整 的 研究 . 

那个 时 期 另 一 个 重要 事件 是 二 维系 统 振动 的 数学 理论 的 创立 . 特别 地 , Andronov 
和 Pontryagin 确定 了 一 大 类 具有 相当 简单 的 数学 描述 的 粗 (结构 稳定 ) 系统 . 此 外 ， 
极限 环 的 所 有 主要 分 支 已 被 研究 (Antronov, Leontovich), 粗 系统 (Andronov, Pon- 
tryagin) 和 一 般 系统 (Leontovich, Mayer) 的 完全 拓扑 不 变量 也 得 到 了 讨论 . 稍 后 , 不 
同 研究 领域 内 的 专家 们 应 用 这 些 数学 上 明显 和 几何 上 直观 易 懂 的 方法 去 研究 各 个 具 
体 的 二 维系 统 . 这 个 阶段 的 发 展 总 结 在 Andronov, Vitt 和 Khaikin 的 经 典 著 作 《 振 
动 理论 ) 之 中 .! 

这 个 课题 的 进一步 发 展 , 包括 将 平面 系统 的 概念 作 直 接 的 推广 , 就 是 说 , 将 结构 
稳定 和 分 支 的 条 件 推广 到 高 维 情形 .这 绝 不 表明 这 个 方法 的 视野 狭小 , 相反 , 是 数 
学 上 合理 的 策略 . 事实 上 , 进入 空间 必定 会 带 来 新 的 运动 类 型 , 它们 对 非 线性 动力 学 
可 能 会 至 关 重 要 . 如 我 们 在 前 面 指出 的 , 调制 的 数学 对 象 是 具 拟 周期 轨 线 的 环 面 . 拟 
周期 轨 线 是 概 周 期 轨 线 的 特殊 情形 , 按照 定义 , 它们 是 非 闭 轨 线 , 其 主要 特性 是 它们 
具有 概 周 期 : 在 时 间 区 间 上 轨 线 回 到 接近 于 它 的 初始 状态 ， 拟 周期 轨 线 和 概 周期 轨 
线 都 是 自 极 限 的 . 较 宽 的 一 类 自 极限 轨 线 由 Poission 稳定 轨 线 组 成 . 这 类 轨 线 是 由 
Poincark 在 研究 限制 三 体 问题 的 稳定 性 时 被 发 现 的 ，Poission 稳定 轨 线 也 任意 接近 
地 回 到 它 的 初始 状态 , 但 对 任意 而 固定 的 初始 状态 的 小 邻 域 , 相应 的 回复 时 间 序 列 
可 能 是 无 界 的 , 即 运动 不 可 预测 . 按照 Birkhoff 的 分 类 , 驻 定 , 周期 , 拟 周期 , 概 周 期 


1 这 本 书 第 一 次 出 版 于 1937 年 , 但 没有 Vitt 的 名 字 , 当时 他 已 经 被 压制 了 . 


以 及 Poisson 稳定 轨 线 包含 与 非 瞬 变性 态 对 应 的 所 有 的 运动 类 型 . 

在 20 世 纪 30 年 代 早期 , Andronov 提出 了 下 面 一 个 与 振动 的 数学 理论 有 关 的 基 
本 问题 : Poisson 稳定 轨 线 能 否 是 Lyapunov 稳定 的 ? 回答 由 Markov 给 出 的 : 如 果 
Poisson 稳定 轨 线 是 Lyapunov 意义 下 稳定 (更 确切 地 ， 是 一 致 稳定 ) 的 , 则 它 必须 是 
概 周期 的 . 因此 , 除了 概 周期 运动 , 看 来 在 非 线性 动力 学 中 没有 其 他 的 运动 . 从 而 , 在 
上 世纪 60 年 代 , 尽管 有 高 维系 统 定性 理论 的 新 发 现 , 但 还 不 清楚 这 个 理论 是 否 具有 
超越 纯 数学 的 任何 价值 . 这 种 情况 并 没有 持续 多 久 . 

在 相对 较 短 的 时 间 内 , Smale 建立 了 轨 线 具有 复杂 性 态 的 结构 稳定 系统 理论 的 
基础 , 当今 一 般 称 这 个 理论 为 双 曲 理论 . 本 质 上 , 一 个 以 它 自 己 的 术语 、 概 念 和 问题 
的 新 数学 学 科 已 经 被 创立 . 它 的 成 就 导致 了 20 世纪 最 令 人 惊异 的 基本 发 现 之 一 : 动 
力学 混沌 .? 双 曲 理论 提供 了 奇怪 吸引 子 的 一 些 例子 , 它们 可 以 是 混沌 振动 的 数学 反 
映 , 诸如 流体 力学 中 熟知 的 淇 流 . 

然而 , 非 线性 动力 学 中 的 奇怪 吸引 子 的 意义 没有 被 广泛 装 赏 , 特别 不 被 沸 流 专 
家 们 赏识 . 他 们 不 愿 接受 有 几 个 理由 . 按照 数学 构造 , 大 家 知道 , 双 曲 吸引 子 具 有 如 
此 复杂 的 拓扑 结构 , 它 不 允许 我 们 去 想象 它们 呈现 的 合理 情景 . 这 导致 人 们 将 双 曲 
吸引 子 认 为 是 与 真实 动力 学 过 程 不 相关 的 纯 抽 象 设 计 的 结果 . 3 此 外 , 在 许多 具体 模 
型 中 观察 到 的 混沌 现象 几乎 与 双 曲 吸引 子 都 没有 关系 , 这 是 因为 长 周期 的 稳定 周期 
轨道 在 给 定 的 参数 值 出 现 或 者 在 其 附近 出 现 . 这 使 得 怀疑 论 者 争辩 认为 可 观察 到 的 
混沌 性 态 仅 代表 瞬 变 过 程 . 在 这 点 上 , 我 们 必须 强调 , 奇怪 吸引 子 的 轨 线 的 不 稳定 性 
在 控制 参数 的 充分 小 改变 下 的 持久 性 是 此 问题 的 本 质 : 为 了 使 得 这 个 现象 能 够 观察 
到 , 它 必须 对 外 部 扰动 是 稳定 的 . 

突破 这 个 辩论 是 在 上 世纪 70 年 代 中 期 出 现 了 简单 的 低 阶 模型 
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其 中 解 的 混沌 性 态 是 被 E.Lorenz 在 1962 年 用 数值 计算 发 现 . 由 数学 家 们 详细 分 析 
显示 奇怪 吸引 子 的 存在 性 , 它 不 是 双 曲 的 但 结构 不 稳定 . 然而 , 主要 特征 被 保持 了 下 
来 , 就 是 说 , 在 系统 的 小 光滑 扰动 下 吸引 子 保持 轨 线 的 不 稳定 性 态 . 这 种 包含 单个 逻 
点 型 平衡 态 的 吸引 子 , 称 为 Lorenz 豚 引 子 . 有 关 这 些 吸 引子 第 二 个 值得 注意 的 事 
实 是 , Lorenz 吸引 子 可 以 由 仅 具 平凡 动力 学 的 系统 通过 有 限 个 容易 被 观察 到 的 分 支 
产生 . 

自从 那 以 后 , 动力 学 混沌 几乎 普遍 地 被 接受 为 合理 和 基本 的 自然 现象 . Lorenz 模 
型 实际 上 变 成 混沌 存在 性 的 证 明 , 尽管 该 模型 源 自流 体力 学 , 但 模型 本 身 也 包含 “很 


2 按 年 代 顺序 排列 , 这 个 发 现在 创造 “相对 论 和 “量子 力学 ” 之 后 . 
3 应 用 双 曲 吸引 子 到 非 线性 动力 学 的 可 能 性 即使 在 今天 仍 还 是 问题 . 
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少 水 分 ”, 除了 模型 源 自流 体力 学 之 外 .4 最 近 , 一 个 称 为 Chua 电路 的 真实 物理 系统 
的 更 加 现实 的 数学 模型 也 被 严格 证 明 具 有 动力 学 混沌 ， 它 的 实验 结果 与 数学 分 析 以 
及 计算 机 模拟 惊人 地 相 一 致 [76-79]. 

我 们 不 准备 进一步 讨论 奇怪 吸引 子 理论 的 相关 问题 , 而 仅 指 出 , 创立 于 上 世纪 
30 年 代 的 非 线性 振动 理论 是 那么 清楚 又 易于 理解 , 使 得 几 代 人 非 线性 研究 工作 者 能 
够 应 用 它 成 功 地 解决 许多 科学 学 科 中 的 问题 . 上 世纪 70 年 代 出 现 了 不 同情 况 . 具有 
统一 特性 的 极限 环 和 环 面 被 具有 更 加 复杂 数学 结构 的 奇怪 吸引 子 所 代替 . 后 者 包含 
了 光滑 或 不 光滑 的 曲面 和 流 形 , 具有 表示 为 区 间 和 Cantor 集 直 积 的 局 部 结构 的 集 
合 , 或 者 甚至 更 加 复杂 的 集合 . 今天 , 复杂 非 线性 动力 学 的 专家 们 , 他 们 或 者 必须 具 
有 高 维 动力 系统 定性 理论 较 强 的 数学 背景 , 或 者 至 少 要 对 它 的 主要 论述 和 结果 有 足 
够 深入 的 理解 . 我 们 希望 提醒 大 家 , 正如 非 线性 方程 通常 不 能 够 靠 积 分 求解 一 样 , 大 
多 数 具体 的 动力 系统 模型 也 不 允许 用 纯 数学 分 析 “ 定 性 积分 ”. 这 就 不 可 避免 地 导致 
使 用 计算 机 进行 分 析 . 因此 , 对 用 微分 方程 定性 理论 任何 形式 的 论述 的 最 终 要 求 必 
须 有 完全 和 具体 的 特征 . 同时 应 当 免 去 不 必要 的 限制 , Hadamard 解释 为 : “不 是 按照 
科学 需要 的 指示 而 是 按 人 类 智力 的 能 力行 事 ”. 

在 大 多 数 情形 下 , 高 维 模型 的 参数 空间 可 以 依 模 型 的 轨 线 是 具有 简单 性 态 还 是 
复杂 性 态 而 划分 成 两 个 区 域 . 出 现 与 本 书 相 联系 的 复杂 性 态 的 最 初 标志 或 征兆 是 出 
现 Poincare 同 宿 轨 线 . 虽然 Poincaré 是 在 限制 三 体 问题 , 即 在 Hamilton 系统 中 发 现 
这 些 轨 线 的 , 但 这 种 轨 线 是 非 线性 动力 学 所 有 领域 研究 的 基本 对 象 . 一 般 , Poincaré 同 
宿 轨 线 的 出 现 导致 相当 重要 的 结论 . 由 Smale 和 L.Shilnikov (从 地 球 的 两 端 ) 同时 建 
立 的 这 些 具 有 Poincaré 同 宿 轨 线 的 系统 具有 无 穷 多 条 共存 的 周期 轨 线 以 及 Poisson 
稳定 轨 线 的 连续 统 . 它们 都 是 不 稳定 的 . 本 质 上 , 这 些 同 宿 结构 是 构筑 动力 学 混沌 的 
基本 巷 块 . 

由 于 具有 简单 性 态 轨 线 的 高 维系 统 非 常 类 似 于 平面 系统 [80]. 原则 上 , 只 有 在 具 
有 被 拟 周期 轨 线 环 面 的 不 变 环 面 的 相 空间 内 才 有 可 能 存在 新 的 特性 . 因此 , 任何 具 
体 模型 在 参数 空间 的 这 个 区 域内 可 以 被 完全 地 分 析 . 

有 具有 复杂 性 态 轨 线 的 系统 情况 完全 不 同 . 事实 上 , 最 近 由 Gonchenko, L.Shilnikov 
和 Turaev 发 现 大 部 分 非 线性 动力 学 模型 的 完全 分 析 都 是 不 现实 的 [28]. 

本 书 仅 考虑 具有 简单 动力 学 的 高 维 微分 方程 系统 的 定性 理论 . 在 实际 应 用 中 出 
现 的 这 类 系统 非常 丰富 且 多 种 多 样 , 读者 可 查阅 到 与 神经 细胞 网 络 有 关 的 非 线性 微 
分 方程 的 非常 大 的 系统 (典型 地 , 具有 维 数 大 于 10 000 的 状态 变量 ) [81], 它 包 含 格 
动力 系统 以 及 胞 腔 自动 机 作为 特殊 情形 . 我 们 把 本 书 划分 成 两 卷 . 第 一 卷 实际 上 主 
要 是 引 论 和 方法 . 那里 我 们 考虑 简单 平衡 态 和 周期 轨 线 附近 的 轨 线 性 态 , 以 及 与 不 
变 环 面 存 在 性 有 关 的 一 些 问题 . 很 自然 我 们 首先 叙述 有 关 稳 定性 问题 的 经 典 结 果 , 特 
别 考虑 鞍点 型 的 不 稳定 平衡 点 和 周期 轨 线 . 这 类 轨 线 在 当代 定性 理论 中 起 着 至 关 重 
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要 的 作用 . 例如 , 鞍点 平衡 态 可 组 成 奇怪 吸引 子 不 可 分 离 的 部 分 . 鞍点 也 与 某 些 非 局 
部 特性 的 主要 上 且 重要 的 问题 有 关 , 等 等 . 我 们 在 本 书 中 研究 鞍点 轨 线 附近 系统 性 态 
的 方法 , 是 以 L.Shilnikov 在 上 世纪 60 年 代 建 议 的 方法 为 基础 的 这 个 方法 的 主要 
特点 不 是 将 鞍点 附近 的 解 考虑 为 Cauchy 问题 的 解 , 而 是 作为 特殊 边 值 问题 的 解 来 
考虑 . 由 于 这 个 方法 还 没有 在 文献 中 明显 叙述 过 , 仅 在 专家 们 的 小 圈子 里 知道 , 故 本 
书 将 对 它 作 详细 论述 . 

本 书 的 第 二 卷 是 分 析 平 衡 态 , 周期 轨 线 以 及 同 宿 和 异 宿 轨 线 的 主要 分 支 ， 分 支 
理论 在 非 线性 动力 学 中 起 着 关键 的 作用 , 其 根源 可 追溯 到 Poincaré 和 Lyapunov 关 
于 研究 旋转 流 形状 的 先驱 性 工作 . 分 支 理论 以 粗 性 或 者 结构 稳定 性 概念 为 基础 并 得 
到 了 发 展 . 鉴于 在 粗 ( 强 ) 情形 系统 小 的 变化 不 产生 系统 状态 的 重大 改变 , 分支 理 论 
解释 在 非 粗 情形 将 发 生 什么 , 包括 许多 可 能 的 定性 变化 . 这 些 转移 中 的 某 些 可 能 是 
和 危险 的 , 有 可 能 导致 突变 和 不 可 逆 情 形 , 用 分 支 理论 允许 我 们 预言 许多 现实 世界 的 
现象 . 特别 地 , 诸如 激发 振动 中 的 软 性 和 刚性 (严格 ) 机 制 , 平衡 态 和 周期 运动 的 安全 
和 危险 边界 , 磁 滞 , 锁 相等 概念 都 通过 分 支 理论 得 到 了 阐明 和 分 析 . 

我 们 在 本 书 特别 注意 给 出 参数 空间 中 平衡 点 和 周期 轨 线 的 稳定 性 边界 . 与 标准 
分 支 一 起 , 局 部 的 和 大 范围 的 , 也 研究 最 近 由 L.Shilnikov 和 Turaev [66] 才 发 现 的 被 
称 为 “蓝天 突变 ”的 分 支 现 象 . 这 个 现象 的 本 质 是 在 参数 空间 内 可 以 存在 周期 轨 线 的 
稳定 性 边界 ， 当 参数 趋 近 边 界 时 周期 轨 线 的 长 度 和 周期 趋 于 无 穷 , 但 在 相 空间 的 有 
界 区 域 , 周期 轨 线 停留 在 距 任何 平衡 态 的 有 限 距 离 内 . 这 个 分 支 在 物理 系统 的 模型 中 
还 没有 被 观察 到 , 虽然 已 经 有 了 一 个 右 端 是 多 项 式 的 双 参 数 三 维 模型 [25]. 

本 书 基本 上 是 自封 的 , 所 有 提供 的 必要 事实 都 有 完全 的 证 明 , 除了 某 些 熟知 的 
经 典 结 果 , 诸如 不 变 环 面 上 轨 线 性 态 的 Poincaré-Denjoy 理论 . 

本 书 以 它 的 第 一 作者 在 过 去 30 年 于 Nizhny Novgorod (以 前 的 Gorky) 大 学 的 
特别 课程 讲义 为 基础 . 这 门 课 通常 是 以 二 维系 统 定 性 理论 为 内 容 需 进行 为 期 一 年 的 
教学 , 它 由 E.A.Leontovich-Andronova 教授 讲授 了 许多 年 . 此 外 , 该 课程 的 某 些 内 容 
在 学 生 讨论 班 上 讨论 过 , 有 些 内 容 也 在 应 用 数学 和 控制 论 研 究 所 的 微分 方程 系 每 周 
的 科学 讨论 班 上 讨论 过 . 本 书 将 吸引 那些 选择 定性 理论 、 分支 理 论 以 及 奇怪 吸引 子 
作为 主 修 课 的 初学 者 . 组 良 置 疑 , 对 在 上 述 课题 和 有 关 数 学 学 科 的 专家 们 以 及 各 学 
科 中 非 线 性 动力 学 和 混沌 跨 学 科 的 学 者 和 研究 者 , 如 果 他 们 对 具体 的 动力 学 模型 的 
分 析 有 兴趣 , 本 书 对 他 们 大 家 都 有 用 . 

本 书 的 第 一 卷 由 六 章 和 两 个 附录 组 成 . 

第 1 章 叙 述 自治 系统 的 主要 性 质 , 给 出 抽象 动力 系统 的 概念 , 并 选择 为 进一步 
阐述 所 必须 的 轨 线 和 不 变 集 的 主要 类 型 , 我 们 讨论 的 微分 方程 定性 积分 的 某 些 问题 
是 以 拓扑 等 价 性 概念 为 基础 . 这 一 章 的 材料 也 有 参考 价值 , 初学 者 需要 时 可 随时 翻 
阅 它 . 

第 2 章 研究 结构 稳定 平衡 态 邻 域内 的 轨 线 性 态 . 我 们 在 这 里 所 用 的 方法 可 追溯 
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到 Poincaré. 利用 这 个 方法 对 平衡 态 的 主要 类 型 进行 分 类 . 这 里 我 们 特别 关注 鞍点 
型 平衡 态 以 及 , 尤其 是 主 与 非 主 ( 强 稳定 ) 不 变 流 形 . 另外 我 们 还 充分 注意 到 鞍点 附 
近 解 的 渐 近 表达 式 . 值得 一 提 的 是 我 们 的 方法 是 以 Shilnikov 的 边 值 问题 为 基础 . 此 
外 , 我 们 证 明了 某 些 不 变 流 形 定理 . 要 强调 的 是 , 连同 熟知 的 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 流 
形 定理 一 起 以 及 有 些 后 面 将 要 用 到 的 相当 重要 的 结果 在 这 里 一 并 给 出 . 在 这 一 章 的 
最 后 一 节令 述 与 局 部 分 支 问题 有 关 的 Poincaré 共振 理论 的 某 些 有 用 信息 . 


第 3 章 讨 论 结构 稳定 的 周期 轨 线 . 我 们 集中 考虑 不 动 点 邻 域内 Poincaré 映射 的 
轨 线 性 态 . 如 同 在 平衡 点 情形 , 我 们 将 研究 鞍点 不 动 点 附近 相应 的 边 值 问题 以 及 证 
明 关 于 它 的 不 变 流 形 的 存在 性 定理 . 3.10 一 3.12 节 和 3.14 节 仅 考虑 连续 时 间 周 期 轨 
线 的 性 质 . 


第 4 章 考虑 不 变 环 面 . 更 明确 地 说 , 我 们 研究 对 时 间 是 周期 或 拟 周期 的 非 自 治 
系统 . 这 类 非 自治 系统 可 以 通过 加 入 某 些 关于 循环 变量 有 特殊 形式 的 方程 来 将 系统 
扩展 到 高 维 . 为 了 证 明 这 种 系统 不 变 环 面 的 存在 性 , 我 们 用 了 一 个 普 适 准则 , 即 所 谓 
可 适用 于 小 扰动 系统 的 环 域 原理 . 在 周期 外 力 情形 , 二 维 不 变 环 面 上 的 轨 线 性 态 可 
用 圆周 的 可 定向 微分 同 胚 模拟 . 与 此 有 关 , 我 们 将 简短 叙述 与 Poincaré-Denjoy 理论 
的 相关 的 某 些 结果 . 并 用 讨论 非 线性 动力 学 中 的 一 个 重要 问题 , 即 与 调制 中 的 “ 拍 
频 ” 现 象 相应 的 同步 化 问题 来 结束 这 一 章 . 

最 后 两 章 , 第 5 章 和 第 6 章 分 别 专门 讨论 局 部 和 大 范围 中 心 流 形 . 第 5 章 我 们 
重新 证 明 下 面 一 个 熟知 的 结果 , 即 在 结构 不 稳定 平衡 态 的 小 邻 域内 , 或 者 在 Cr - 光 
滑动 力 系统 分 支 周 期 轨 线 附近 , 局 部 存在 Cr - 光滑 不 变 中 心 流 形 , 它 的 维 数 在 平衡 
态 情 形 下 等 于 具 零 实 部 的 特征 指数 的 个 数 , 或 者 在 周期 轨 线 情形 下 等 于 位 于 单位 贺 
上 乘 子 的 个 数 . 对 中 心 流 形 定理 的 证 明 与 特殊 的 边 值 问题 的 研究 有 关 , 并 且 涵 盖 了 
所 有 基本 的 局 部 不 变 流 形 ( 强 稳 定 和 强 不 稳定 , 扩展 稳定 和 扩展 不 稳定 以 及 强 稳定 
和 强 不 稳定 不 变 叶 层 ). 讨论 中 心 流 形 和 不 变 叶 层 的 存在 性 是 如 何 允 许 我 们 把 研究 系 
统 的 局 部 分 支 问题 化 到 在 中 心 流 形 上 对 应 子 系统 的 局 部 分 支 的 研究 ,因此 , 值得 注 
意 , 问题 的 维 数 减 少 了 . 

第 6 章 对 大 范围 分 支 情形 , 叙述 类 似 的 中 心 流 形 定理 的 证 明 . 不 像 局 部 情形 , 非 
局 部 中 心 流 形 的 维 数 并 不 依赖 于 Jacobi 矩阵 的 退化 次 数 , 但 等 于 某 个 整数 , 它 可 用 
组 成 异 宿 环 的 鞍点 轨 线 的 负 的 和 正 的 特征 指数 的 个 数 来 估计 . 非 局 部 中 心 流 形 的 另 
一 个 特征 是 , 一 般 它 仅 C! - 光滑 . 在 这 样 的 中 心 流 形 上 的 限制 只 可 能 用 来 研究 允许 
其 解 在 C! - 光滑 的 框架 下 的 分 支 问题 . 因此 , 与 局 部 分 支 理论 不 同 , 不 能 直接 应 用 非 
局 部 中 心 流 形 去 研究 各 种 要 求 更 高 光滑 性 的 精细 的 分 支 现象 . 因此 , 本 质 上 , 定理 包 
含 的 某 些 定性 结果 只 能 允许 我 们 期 待 同 宿 环 的 小 邻 域内 轨 线 的 某 些 可 能 的 动力 学 ， 
以 及 估计 位 于 它 邻 域内 轨 线 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 维 数 , 并 计算 这 些 轨 线 的 正 的 和 
负 的 Lyapunov 指数 的 个 数 . 我 们 只 详细 考虑 具有 最 简单 环 的 一 类 系统 ; 即 开始 和 终 
止 于 同一 个 鞍点 平衡 态 的 双向 渐 近 轨 线 ( 同 宿 回路 ). 然后 将 这 个 结果 推广 到 一 般 的 
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异 宿 环 . 

在 附录 里 我 们 证 明 一 条 关于 系统 化 到 特殊 形式 的 定理 , 它 对 分 析 鞍 点 附近 的 轨 
线 十 分 有 用 . 这 个 定理 特别 重要 , 因为 当 要 求 得 到 轨 线 更 细致 的 性 态 时 , 通常 在 鞍点 
附近 直接 对 系统 线性 化 时 所 作 的 假设 有 时 候 会 导致 引发 混乱 . 我 们 的 证 明 本 质 上 是 
技巧 性 的 , 它 是 建立 在 通过 一 系列 对 系统 的 小 光滑 扰动 强 有 力 的 坐标 变换 将 问题 化 
为 强 稳定 不 变 流 形 定理 的 基础 上 . 在 本 书 的 第 二 卷 当 我 们 研究 同 宿 分 支 时 将 用 这 些 
特殊 形式 . 

最 后 不 得 不 提 的 , 我 们 要 感谢 我 们 的 同事 们 在 准备 这 本 书 时 的 协助 . 他 们 包括 
Sergey Gonchenko, Mikhail Shashkov, Oleg Sten’ kin, Jorge Moiola 和 Paul Curran. 
特别 是 Sergey Gonchenko 帮助 写 了 3.7 和 3.8 节 , Oleg Sten’ kin 写 了 3.9 节 和 附录 
A 以 及 Mikhail Shashkov 写 了 6.1 和 6.2 节 . 我 们 也 感谢 Osvaldo Garcia 画 出 了 我 
们 定性 图 像 的 最 后 一 笔 . 

我 们 也 要 感谢 美国 海军 研究 所 (EPFL) 的 慷慨 资助 (no. N00014-96-1-0753), 北 
大 西洋 公约 组 织 (NATO) 的 Linkage 资助 (no. OUTR LG96-578), Alexander von 
Humboldt 访问 奖 , 世界 科学 出 版 公司 以 及 EPFL 和 瑞士 联邦 技术 研究 所 ETH 的 特 
别 联合 教授 邀请 奖 (给 L.Chua). 


Leonidv Shilnikov 
Andrey Shilnikov 
Dmitry Turaev 
Leon Chua 
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1.1 ” 常 微 分 方程 理论 中 的 必要 背景 
我 们 研究 的 主要 对 象 是 形 如 
jE ~ X(z) (1.1.1) 
的 常 微分 方程 自治 系统 ， 其 中 I 二 (Zz1,*…: , Tn), X(7) = (Xi, ee ,Xn). 假定 入 1， 和 
Xn 是 定义 在 某 个 区 域 D C Rn 中 的 Cr - 光滑 函数 (r > 1). 在 动力 系统 理论 中 , 通 
常 视 变 量 t 为 时 间 , 区 域 D 为 相 空间 , 它 可 以 是 有 界 、 无 界 或 者 与 Buclid 空间 R" 
重合 . 可 微 映 射 p : r 上 DD 称 为 系统 (1.1.1) 的 解 x = p(t), 如 果 
p(t) =X(p(t))， 对 任何 上 er (1.1.2) 


其 中 7 是 t 轴 上 的 一 个 区 间 . 由 假设 , Cauchy 定理 的 条 件 成 立 , 故 对 任何 zoe D 和 
任何 to < R', 存在 唯一 解 y 满足 初始 条 件 


To = p(to). (1.1.3) 


解 定 义 在 包含 t = to 的 某 个 区 间 (t-,t+) 上 . 一 般 地 , 端点 姑 和 寻 可 以 是 有 
限 或 者 无 穷 . 
系统 (1.1.1) 的 解 具 有 下 面 的 性 质 : 
1. 如 果 z = w(t) 是 (1.1.1) 的 解 , 则 显然 zx = y(t+0) 也 是 定义 在 区 间 (t- 一 0,t+ 一 
C) 上 的 解 . 
2. 解 z= y(t) 和 z= y(t 十 0) 可 以 视 为 对 应 于 同一 初始 点 zo 但 不 同 初始 时 间 如 
的 解 . 
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4. 如 果 zi = ep 人 一 如 ,zo) 则 pe 人 一 如 ,zo) = p(t — ,Zi), 记 妇 一 to 为 新 的 以 
及 t 一 为 tz, 我 们 得 到 所 谓 解 的 群 性 质 : 


plt2, p(t1, 70)) = p(t1 + t2, Zo). (1.1.4) 


大 家 知道 , C" - 光滑 系统 (1.1.1) 的 Cauchy 问题 (1.1.3) 的 解 z = p(t - to, zo) 
关于 时 间 和 初始 值 zo 是 (Cr) 光滑 的 . 一 阶 导 数 €(t _ to,zo) = 天 满足 关于 初始 
条 件 5(0; zo) = 了 ( 恒 同 矩阵 ) 的 所 谓 变 分 方程 E= X'(elt 一 二 这 个 变 分 方程 
是 由 (1.1.1) 形式 微分 得 到 的 线性 非 自治 系统 . 进一步 微分 给 出 高 阶 导数 的 方程 . 

系统 (1.1.1) 的 解 有 两 种 几何 解释 . 第 一 种 解释 与 相 空 间 D 相关 , 第 二 种 与 所 
谓 扩 展 相 空 间 D x R! 相关 . 在 第 一 种 解释 下 , 满足 初始 条 件 (1.1.3) 的 任何 解 可 考 
虑 为 某 曲线 (关于 参数 t) 的 参数 方程 . 当 上 变化 时 , 这 条 曲线 由 在 相 空 间 D 内 的 点 
p(t, 70) 描绘 出 . 按 标准 术语 这 样 的 曲线 称 为 相 轨 线 , 或 者 简单 地 称 为 轨 线 (或 者 轨 
道 , 或 者 有 时 候 就 称 相 曲 线 ), 微分 方程 系统 (1.1.1) 的 右 端 在 相 空间 内 定义 了 一 个 向 
量 场 , 其 中 方程 (1.1.2) 意味 着 速度 向 量 X(z) 在 点 z 切 于 相 轨 线 . 对 光滑 向 量 场 X， 
由 Cauchy 问题 (1.1.3) 的 解 的 唯一 性 , 通过 相 空 间 的 每 一 点 只 存在 一 条 轨 线 . 

在 第 二 种 解释 中 , 系统 (1.1.1) 的 解 考虑 为 扩展 相 空间 D x RR! 中 的 曲线 . 这 样 的 
曲线 称 为 积分 曲线 . 轨 线 与 积分 曲线 之 间 存 在 明显 的 联系 . 每 一 条 相 轨 线 是 对 应 的 积 
分 曲线 沿 着 t 轴 在 相 空 间 中 的 投影 , 如 图 1.1.1 所 示 . 但 是 , 与 此 相对 照 , 积分 曲线 是 
严格 意义 下 的 曲线 , 它们 在 相 空 间 中 的 投影 可 以 不 再 是 曲线 而 是 点 . 这 样 的 点 称 为 
平衡 点 . 它们 对 应 于 常数 解 z = z*. 由 (1.1.2), X(z*) = 0, 即 平衡 态 是 向 量 场 的 奇 
点 . 自然 会 问 下 面 一 个 问题 : 相 轨 线 能 否 彼 此 相交 ? 这 个 问题 由 下 面 的 定理 解决 . 


定理 1.1 设 工 是 异 于 平衡 态 的 轨 线 , 它 对 应 于 系统 (1.1.1) 的 解 p(t), 使 得 对 
看 关 t2 有 yp( 妇 ) = p(t2o). 则 y(t) 对 所 有 t 有 定义 且 是 周期 解 , 工 是 -一 条 简单 的 光滑 
闭 曲 线 . 

如 果 是 p(t) 的 最 小 周期 , 则 工 的 参数 方程 是 rz = y(t), to < t < to 十 7, 在 这 
个 区 间 内 t 的 不 同 值 对 应 于 I 上 的 不 同 点 . 


这 个 定理 的 证 明 建 议 读者 参看 Andronov, Leontovich, Gordon 和 Maier 的 《 平 
面 动力 系统 理论 》[6]. 

对 应 于 周期 解 y(t) 的 轨 线 工 称 为 周期 轨 线 . 

既 不 是 平衡 态 又 不 是 周期 轨 线 的 任何 其 它 轨 线 都 是 非 闭 曲线 . 由 定理 1.1 得 知 
非 闭 轨 线 没有 自 交 点 . 

注意 , 任何 两 个 仅仅 由 于 选择 的 初始 时 间 to 不 同 的 解 对 应 于 相同 的 轨 线 . 反之 : 
任何 两 个 对 应 于 相同 轨 线 的 不 同 解 仅 相差 对 时 间 的 移 位 圭一 上 + C. 由 此 得 知 , 对 应 
于 相同 周期 轨 线 的 所 有 解 都 有 相同 周期 . 
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(a) (b) 


1.1.1 ”积分 曲线 在 相 空 间 D 中 的 投影 可 为 非 闭 轨 线 (a), 或 者 例如 是 周期 轨 线 (b). 


对 应 于 给 定 轨 线 工 的 解 , 如 果 对 所 有 时 间 te (一 00, +co) 都 有 定义 , 我 们 就 称 工 
是 一 整 条 雪线 . 位 于 有 界 区 域内 的 任何 轨 线 都 是 整 轨 线 . 

从 运动 学 的 观点 , 点 p(t) 称 为 代表 点 , 而 它 的 轨 线 则 称 为 相应 运动 . 此 外 , 对 任 
何 异 于 平衡 态 的 轨 线 , 我 们 可 以 按时 间 t 增加 时 点 运动 的 方向 引入 运动 的 正方 向 . 在 
这 样 的 轨 线 上 的 每 一 点 , 这 个 方向 是 由 相应 的 切 向 量 所 确定 . 为 了 强调 这 一 点 我 们 
对 所 有 轨 线 都 标 上 箭头 . 

连同 系统 (1.1.1), 考虑 相应 的 “ 逆 时 间 ” 系 统 

全 一 一 X(z). (1.1.5) 

系统 (1.1.5) 的 向 量 场 是 由 (1.1.1) 的 向 量 场 的 每 个 切 向 量 取 反 方向 得 到 . 容易 看 到 ， 
系统 (1.1.1) 的 每 一 个 解 z = y(t) 对 应 于 系统 (1.1.5) 的 解 z = (一 反之 亦 然 . 显 
然 , 系统 (1.1.1) 和 (1.1.5) 有 相同 的 相 曲 线 , 只 要 作 时 间 变 换 t 一 一 即 可 , 因此 , 从 


一 个 系统 的 时 间 定 向 轨 线 把 第 头 方向 反 向 就 得 到 另 一 个 系统 的 相应 轨 线 . 
接 下 来 考虑 系统 


z= X(T)f(7), (1.1.6) 
其 中 Cr -光滑 函数 f(z) : D 一 Ri 在 DD 中 不 为 零 . 观察 到 系统 (1.1.1) 和 (1.1.6) 有 相 
同 的 相 曲 线 , 仅仅 时 间 参 数 化 不 同 . 此 外 , 如 果 f(z) > 0, 这 两 个 系统 的 轨 线 有 相同 方 
向 , 如 果 f(z) < 0 则 方向 相反 . 如 果 z = p(t 一 to,zo) 是 (1.1.1) 在 t= 如 Am zo 的 


dt 
轨 线 , 则 沿 着 这 条 雪线 由 规则 df 一 Fro 或 者 了 = 如 + 上 EE 
时 间 参数 化 给 出 (1.1.6) 的 轨 线 . 我 们 称 这 类 变换 为 时 间 尺 度 化 或 时 间 变换 
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如 果 我 们 仅仅 对 系统 (1.1.1) 的 轨 线 形式 感 兴趣 , 则 不 需要 包含 独立 变量 + 这 
时 可 以 考虑 下 面 更 对 称 的 系统 


得 到 . 这 个 方法 特别 对 研究 二 维系 统 有 效 . 

一 般 地 讲 , 并 不 是 所 有 轨 线 都 能 够 延 拓 到 整个 无 穷 区 间 r = (-co, +co). 换 句 话 
说 , 并 不 是 所 有 轨 线 都 是 整 条 轨 线 .! 平衡 态 和 周期 轨 线 是 整 条 轨 线 的 例子 ， 从 动力 
学 观点 来 看 , 我 们 对 整 条 轨 线 , 或 者 至 少 对 无 穷 时 间 区 间 的 所 有 正 数 上 有 定义 的 轨 线 
特别 有 兴趣 . 理由 是 , 尽管 在 有 限时 间 区 间 内 有 瞬 变 解 显示 的 信息 也 重要 , 但 是 在 自然 
科学 和 工程 中 观察 到 的 最 令 人 感 兴趣 的 现象 , 是 仅 当 时 间 t 无 限 增加 时 才 得 到 适当 
的 解释 的 . 解 可 以 延 拓 到 时 间 的 无 穷 段 的 系统 , 按 Birkhoff 的 命名 称 为 动力 系统 . 这 
个 系统 的 抽象 定义 要 考虑 到 它们 的 群 性 质 , 我 们 将 在 下 一 节 叙 述 . 


1.2 ”动力 系统 . 基本 概念 
动力 系统 的 定义 要 用 到 三 个 成 分 . (1) 称 为 相 空 间 的 距离 空间 D. (2) 时 间 变 量 


t, 它 可 以 是 连续 的 , 即 te R1, 或 者 是 离散 的 , 即 t € Z. (3) 发 展 规律 , 即将 D 中 任 
给 的 点 z 和 任何 t 映 为 唯一 确定 的 状态 p(t,z) e D, 它 满足 下 面 的 群 性 质 : 


1. p(0,7)= Zz, 
2. y(ti, p(t2, 7)) = y(ti + t2, 7), (1.2.1) 
3. y(t,z) 关于 (t,z) 连续 . 


当 t 是 连续 情形 时 , 上 面 的 条 件 确定 了 连续 动力 系统 , 或 者 流 . 换 句 话说 , 流 是 
相 空 间 D 的 单 参数 同 胚 2 群 . 固定 z 而 让 上 从 -ooe 到 +oo 变化 , 如 前 我 们 得 到 称 
为 相 轨 线 的 可 定向 曲线 . 3 相 轨 线 的 下 面 分 类 是 自然 的 : 平衡 态 , 周期 轨 线 和 非 闭 轨 
线 . 我 们 称 {z : pltz),t> 0} 为 正 半 轨 线 , {zx : p(t,z), t < 0} 为 负 半 雪线 . 观察 非 闭 
轨 线 的 情形 , 轨 线 上 的 任何 点 将 轨 线 分 为 两 部 分 : 正 半 轨 线 和 人 负 半 轨 线 . 
当 映 射 p(t, z) 是 微分 同 胚 4 时 , 流 是 光滑 动力 系统 . 这 时 赋予 相 空 间 DD 某 个 附 
加 的 光滑 结构 . 相 空 间 D 通常 可 选 为 R", 或 者 R"* x T*, 这 里 T* 可 以 是 大 维 环 
1 存在 这 样 的 系统 , 它 的 解 在 某 个 有 限时 间 趋 于 无 穷 . 这 样 的 系统 不 是 动力 地 定义 的 系统 . 
2 即 连续 可 逆 的 一 对 一 的 连续 映射 . 从 群 性 质 (1.2.1) 直接 得 到 p(t-) 是 p(t,.) 的 道 . 


3 曲线 的 定向 由 运动 方向 所 诱导 . 
4 具有 可 微 逆 的 一 对 一 的 可 微 映射 . 
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面 S: x S: x .… x SJ, 或 者 光滑 曲面 , 或 者 流 形 . 这 允许 我 们 在 光滑 流 和 它 相 应 的 向 
大 
量 场 之 间 用 速度 场 py 
_ aplt,z 
人 a t=0 
建立 某 种 对 应 . 由 定义 可 知 , 光滑 流 的 轨 线 是 系统 之 一 X(z) 的 轨 线 . 本 书 将 主要 研 
究 光 滑动 力 系统 的 性 质 . 
为 简单 起 见 , 离散 动力 系统 通常 就 称 为 级 联 . 一 个 级 联 具 有 下 面值 得 注意 的 特 
性 . 我 们 选择 一 个 同 胚 y(1,z) 并 用 w(z) 记 之 . 显然 p(t,z) = wt(z), 其 中 


(1.2.2) 


Vy: = V7))). 
So 
t 一 1 次 
因此 , 为 了 定义 级 联 只 需 指定 同 胚 多 : D 上， D. 
在 离散 动力 系统 中 , 序列 {zkjztes 。 称 为 点 zo 的 轨 线 , 其 中 zk+l = zh). 轨 
线 可 以 分 为 三 类 : 
1. 点 Zo. 该 点 是 同 胚 %(z) 的 不 动 点 , 即 它 被 w(z) 映 为 它 自己 . 
2. 环 (zo, ;D1); 其 中 Ti 二 Wi(zo)， Y 一 (0 ,天 ws 1) 和 Xo 二 WE (ro), 此 外 ， 当 
i 关 j 时 zi 关 zj. 数 k 称 为 周期 , 每 一 点 zi 称 为 周期 为 上 的 周期 点 . 显然 , 不 动 
点 是 周期 为 1 的 周期 点 . 
3. 双向 无 穷 轨 线 , 即 序列 {zkj}=#S, 其 中 一 二 oo, 当 i 关 j 时 zi 大 zi 如 同 在 流 
的 情形 , 这 时 , 我 们 称 这 类 轨 线 为 非 闭 轨 线 . 
当 %(z) 是 微分 同 胚 时 , 级 联 是 光滑 动力 系统 . 这 类 级 联 的 例子 出 现在 非 自 治 周 


期 系统 
%=X(r,t) 


中 , 其 中 X(z,t) 在 R" x R! 中 对 所 有 变量 连续 , 对 z 光滑 , 关于 t 是 周期 为 + 的 周 
期 函数 . 假设 系统 有 解 , 它 可 以 在 区 间 to < t < to +7 上 连续 . 给 定 解 > = y(t, zo)， 
其 中 yp(0, x0) = zo, 我 们 可 以 定义 从 超 平面 上 += 0 到 超 平面 上 = r 的 映射 


2Z1 = (TD). (1.2.3) 


从 X(z,t) 的 周期 性 得 知 , 如 果 (tz 一石) 可 被 r 除 尽 , 则 (X) 和 (XX,t2) 必须 恒 同 . 
因此 , (1.2.3) 可 视 为 微分 同 胚 多 : R" 一 R".5 
在 进一步 讨论 之 前 , 我 们 需要 引 人 一 些 概念 . 
”5 系统 (1.2.3) 可 以 写 为 自治 系统 
t=X(r,0), 6=1, 
其 中 9 按 mod r 取 . 
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集合 4 称 为 关于 动力 系统 是 不 变 的 , 如 果 对 任何 上 有 4 = y(t, 4). 其 中 p(t, A) 
表示 集合 0 p(t,z), 从 这 个 定义 得 知 , 如 果 ze 4, 则 轨 线 p(t,z) 位 于 4 中 


我 们 称 点 zo 为 游荡 点 , 如 果 存 在 zo 的 开 邻 域 U(zo) 和 正 数 了 T, 使 得 
Ul(zo)fNp(t,U(z0))=B， 对 t+>T. (1.2.4) 
应 用 变换 p(t,:) 到 (1.2.4), 得 到 
p(—t,U(zo)) NU(zo) = 8B， 对 t<T. 


因此 , 游荡 点 的 定义 关于 时 间 是 反 向 对 称 的 . 

我 们 用 Wy 表示 游荡 点 集 . 集 Ww 是 开 的 不 变 集 . 开 性 由 U(zo) 中 的 任何 点 包括 
zo 都 是 游荡 点 这 个 事实 得 知 . W 的 不 变性 由 下 面 事实 得 知 , 如 果 zo 是 游荡 点 , 则 对 
任何 如 , 点 p(to, zo) 也 是 游荡 点 . 为 了 证 明 这 个 , 选择 p(to,U(zo)) 为 点 g(to, zo) 的 
邻 域 . 于 是 


Plto, U(xo)) Np(t, plto, VU(z0))) = 8B， 对 t>T. 


因此 , 非 游 荡 点 集 M = DNW 是 闭 不 变 集 . 非 游荡 点 集 可 以 是 空 集 . 为 了 后 面 叙 述 的 
需要 , 考虑 在 相 空间 R"*+! 中 由 自治 系统 


定义 的 动力 系统 , 其 中 z = (7z1,… ,zn). 注意 到 (1.2.4) 在 这 里 成 立 , 因为 9(t) = 90+t 
关于 t 单调 增加 . 因此 , R*+! 中 的 每 一 点 都 是 游荡 点 . 

显然 平衡 态 和 周期 轨 线 上 的 所 有 点 都 是 非 游荡 点 . 当 t 一 土 oo 时 趋 于 平衡 态 和 
周期 轨 线 的 双向 渐 近 轨 线 上 的 所 有 点 都 是 非 游荡 点 . 这 样 的 双向 渐 近 轨 线 是 非 闭 的 ， 
称 为 同 宿 轨 线 . 在 Poisson - 稳定 轨 线 上 的 点 也 是 非 游荡 点 . 


定义 1.1 点 zo 称 为 正 Poisson 稳定 , 如 果 任 给 邻 域 U(zo) 和 任何 T > 0, 存 
在 ti>7T 使 得 
p(t, 70) CU(zo0). (1.2.5) 


如 果 对 任何 了 > 0 存在 t, 使 得 上 < TT 且 (1.2.5) 成 立 , 则 点 zo 称 为 负 Poisson - 稳 
定 . 如 果 一 个 点 是 既 正 又 负 Poisson - 稳定 就 称 它 为 Poisson - 稳定 . 


如 果 点 zo 是 正 ( 负 ) Poisson - 稳定 , 则 轨 线 y(t,zo) 上 的 任何 点 也 是 正 ( 负 ) 
Poisson - 稳定 . 因此 , 我 们 可 以 引入 P+ - 轨 线 ( 正 Poisson - 稳定 ), P- - 轨 线 ( 负 
Poisson - 稳定 ) 以 及 P - 轨 线 (Poisson - 稳定 ). 由 (1.2.5) 直接 得 知 P+，P- 与 
书 - 轨 线 由 非 游 荡 点 组 成 . 

显然 平衡 态 和 周期 轨 线 都 是 闭 P - 轨 线 . 
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定理 1.2 (Birkhof) 5 如 果 P+(P-,P) - 轨 线 是 非 闭 的 , 则 它 的 闭 包 区 包含 
非 闭 P - 轨 线 的 连续 统 . 


我 们 选择 正 数 序列 {Z}, 当 nn 一 二 oo0 时 也 一 +oo. 由 P+- 轨 线 的 定义 得 知 ， 
存在 序列 {t}, 当 n 一 十 oo 时 {} 一 十 oo 使 得 y(t,zo) c U(zo). 在 P- - 轨 线 情 
形 类 似 论述 也 成 立 . 由 此 得 知 , P - 轨 线 与 zo 的 任何 es - 邻 域 U.(zo) 相继 交 无 穷 多 
次 ” 设 选择 {tn(e)}+%, 使 得 如 (e) < 如 +i(s) 且 让 p(tn(e),zo) c Ue(zo). 值 


T™n(é) 三 tn+1i(E) 一 如 (E) 
称 为 Poincaré 回复 时 间 . 对 非 闭 P - 轨 线 可 有 两 类 本 质 不 同 的 情形 : 


1. 对 任何 有 限 a, 序列 {7%(e)} 有 界 , 即 存在 数 L(e), 使 得 对 任何 nn 有 71,(e) < L(e). 
故 当 es 一 0 时 Ze) 一 +oo. 
2. 对 任何 充分 小 <, 序列 {m,(s)} 无 界 . 


在 第 一 个 情形 , P - 轨 线 称 为 回归 的 . 对 这 样 的 轨 线 , 在 它 的 闭 包 二 中 的 一 切 胃 
线 也 是 回归 的 , 闭 包 本 身 是 极 小 集 .8 回归 轨 线 的 主要 性 质 是 它 回 到 点 zo 的 = - 邻 
域 的 时 间 不 超过 L(e). 但 是 对 周期 轨 线 则 相反 , 它 的 回复 时 间 是 固定 的 , 回归 轨 线 的 
回复 时 间 没有 强制 . 

在 第 二 个 情形 , P - 轨 线 的 闭 包 2 称 为 拟 极 小 集 . 在 该 情形 下 , 2 中 始终 存在 另 
外 的 不 变 闭 子 集 , 它 可 以 是 平衡 态 、 周 期 轨 线 或 者 不 变 环 面 等 等 . 由 于 已 - 轨 线 可 
以 任意 接近 于 这 样 的 子 集 , 因此 Poincark 回复 时 间 可 以 任意 大 . 

所 有 轨 线 都 是 Poisson 稳定 的 流 的 最 简单 例子 是 由 方程 


机 (1.2.6) 
T2 一 WW2)， 


定义 的 二 维 环 面 T 上 的 拟 周期 流 , 其 中 党 所 是 无 理 数 . 这 个 流 可 以 用 定义 在 单位 正 
方形 上 的 流 表 示 , 只 要 将 点 (z1,0) 与 点 ai) 以 及 (0, x2) 与 (1, zz) 等 同 , 如 图 1.2.1 
所 示 . 在 该 情形 下 , 2 = T? 是 极 小 集 , 且 流 具有 在 环 面 上 处 处 稠密 的 非 闭 轨 线 .9 当 
~ 是 有 理 数 时 , 在 T2 上 (1.2.6) 的 所 有 轨 线 都 是 周期 轨 线 . 

设 f(z1,7z2) 是 定义 在 环 面 T2 上 的 函数 , 即 f(z1 十 1,z2 十 1) = (zl +1zo) = 
f(z1,z2). 假设 f 仅 在 一 点 (zx9,z39) 光滑 且 等 于 零 . 则 由 系统 


£1 = wifi(z1, 2), 
2Z2 = w2jJ2(zl,z2)， 
5 见 [14] 中 的 证 明 . 
7 在 流 的 情形 ,P - 轨 线 穿 过 Uc (zo) 的 经 历时 间 集 由 无 穷 多 个 时 间 区 间 In(e) 组 成 , 其 中 tn(e) 


选择 为 In(e) 中 的 一 个 值 . 
8 一 个 集合 称 为 极 小 , 如 果 它 非 空 、 不 变 、 闭 且 不 包含 具有 这 三 个 性 质 的 真子 集 . 
9 这 种 轨 线 称 为 拟 周期 轨 线 . 


图 1.2.1 环 面 上 的 流 可 表示 为 单位 正方 形 上 的 流 . 所 有 平行 的 轨 线 的 斜率 等 于 wa/wi. 将 正方 形 
的 对 边 黏合 就 得 到 二 维 环 面 . 


在 T? 上 定义 的 流 是 拟 极 小 的 . 在 这 种 情形 下 2 也 与 T2 重合 . 但 是 , 2 包含 不 变 子 
集 , 即 点 (z?,z8). 在 这 个 环 面 上 流 的 所 有 轨 线 都 是 Poisson 稳定 轨 线 , 除了 两 条 轨 
线 : 它们 分 别 是 当 t 一 +oo 时 趋 于 (7x9, x9), 另 一 条 则 是 当 t 一 -oo 时 趋 于 它 的 轨 
线 . 我 们 将 在 高 维 自治 系统 中 遇 到 拟 极 小 集 的 其 它 例 子 . 

下 面 我 们 引入 吸引 子 的 概念 . 


定义 1.2 ”吸引 子 4 是 一 个 闭 不 变 集 , 它 具 有 邻 域 (吸引 区 域 )U(.A4), 使 得 U(A) 
中 任何 点 z 的 轨 线 yp(t,z) 满足 条 件 


pleltz),4) 一 0， 当 上 一 十 oo (1.2.7) 


其 中 


plz, A) = inf, jz ~ zoll. 


最 简单 的 吸引 子 例子 是 稳定 平衡 态 、 稳定 周期 轨 线 以 及 包含 拟 周期 轨 线 的 稳定 
不 变 环 面 . 

吸引 子 的 这 个 定义 并 不 排除 还 存在 其 它 吸 引子 的 可 能 性 . 我 们 可 以 用 拟 极 小 条 
件 对 吸引 子 的 概念 加 予 合 理 的 限制 . 存在 满足 这 种 条 件 的 各 种 各 样 的 吸引 子 , 但 其 
中 特别 令 人 感 兴趣 的 是 奇怪 吸引 子 , 它们 是 只 包含 不 稳定 轨 线 的 不 变 闭 集 . 

为 结束 本 节 , 我 们 指出 , 也 存在 这 样 的 系统 , 其 中 上 e R+, 这 里 R+ 表示 非 负 半 
直线 , 或 者 te Z+, 这 里 Z+ 表示 非 负 整数 集 . 在 前 一 个 情形 , 动力 系统 是 由 半 流 ( 半 
群 ) 定义 , 后 一 个 情形 由 不 可 逆 映 射 定义 . 


1.3 ”动力 系统 的 定性 积分 
任何 一 个 具有 动力 学 性 态 的 现象 的 研究 通常 是 由 构造 形 如 (1.2.1) 的 相应 的 数 
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学 模型 开始 . 对 具有 明显 形式 的 模型 , 由 于 初始 数据 定义 了 (1.2.1) 的 唯一 解 , 这 允 
许 我 们 在 时 间 t 变化 时 可 追随 状态 的 发 展 . 为 了 对 模型 进行 完全 的 研究 , 我 们 必须 寻 
找 这 个 解 , 就 是 “积分 ”原始 系统 .“ 积分 系统 ”意味 着 求 得 它 的 解 的 解析 表达 式 . 但 
是 , 这 个 目标 仅仅 对 非常 小 的 一 类 动力 系统 才能 够 达到 ; 也 就 是 说 , 只 有 线性 常 系数 
系统 和 某 些 非常 特殊 的 系统 才 可 能 为 求 积分 形式 . 此 外 , 即使 解 由 解析 形式 给 出 , 定 
义 解 的 分 量 函 数 也 许 很 复杂 , 因此 直接 分 析 实 际 上 变 得 不 大 可 能 . 除 此 以 外 , 寻找 解 
的 解析 形式 问题 不 是 非 线 性 动力 学 的 主要 目的 . 我 们 主要 是 考虑 它 的 “定性 性 质 ”， 
诸如 平衡 态 的 数目 , 稳定 性 , 周期 轨 线 的 存在 性 等 . 因此 , 按照 Poincaré 的 方法 , 不 
直接 求 微分 方程 的 积分 , 转 而 从 这 些 方程 本 身 10 出 发 , 寻求 与 由 其 确定 的 函数 的 特 
性 和 形式 相关 的 信息 . 更 特殊 地 , 我 们 通过 相 轨 线 的 几何 表示 来 刻画 这 些 函 数 的 重 
要 定性 特征 . 这 就 是 为 什么 我 们 把 这 个 方法 称 为 “ 定性 积分 ”. 

定性 研究 的 第 一 步 是 确定 具有 不 同性 态 和 “形式 ”的 轨 线 的 所 有 类 型 . 第 二 步 
是 对 每 一 类 定性 类 似 的 轨 线 给 予 描述 . 为 了 达到 完全 的 描述 , 必须 确定 某 些 更 本 质 
或 者 更 “特殊 ”的 轨 线 , 但 是 这 里 我 们 又 回 到 了 一 个 艰难 的 问题 : 为 了 刻画 用 轨 线 将 
相 空间 分 划 的 定性 结构 , 必须 寻找 什么 样 的 轨 线 性 质 ? 

第 一 步 简 单 . 事实 上 , 可 重 述 如 下 : 必须 寻找 当 t 一 +oo (t 一 -co) 时 轨 线 趋向 
何 处 . 这 里 必须 假设 当 t > to (t < to) 时 由 z = y(t) 定义 的 轨 线 工 停留 在 相 空间 的 
某 个 有 界 区 域内 . 在 这 研究 中 下 面 的 概念 是 基本 的 . 


定义 1.3 ”点 z* 称 为 轨 线 工 的 w -极限 点 , 如 果 对 某 个 序列 {t}, 其 中 大 一 oo 
时 tk 一 十 oo， 有 


lim y(tk) = x*. 
大 一 co 


类 似 地 , 如 果 当 大 一 oo 时 太一 -oo, 可 定义 a - 极限 点 . 我 们 用 Qr 表示 轨 
线 工 的 所 有 w - 极限 点 的 集合 , 用 AL 记 a - 极限 点 集 . 注意 到 , 平衡 态 是 它 自己 
的 唯一 极限 点 . 在 工 是 周期 轨 线 时 , 它 上 面 的 所 有 点 都 是 a - 极限 点 和 w -极限 点 ， 
即 工 = QL = AL. 在 工 是 非 闭 Poisson - 稳定 轨 线 时 , 集合 QL 和 .Az 与 轨 线 的 闭 
包工 重合 . 集合 工 或 者 是 极 小 集 (如 果 工 是 回归 轨 线 ), 或 者 是 拟 极 小 集 , 如 果 工 的 
Poincaré 回复 时 间 是 无 界 的 . 所 有 的 平衡 态 、 周 期 轨 线 以 及 Poisson - 稳定 轨 线 都 称 
为 自 极 限 轨 线 . 

在 二 维 动力 系统 中 , 当 t 一 土 o 时 所 有 雪线 若 保持 在 平面 的 有 界 区 域内 , 这 
时 的 集 QL 和 .4z 的 结构 已 经 比较 完全 地 得 到 了 研究 . 在 这 种 情形 下 , Poincare 和 
Bendixson [13] 证 明了 集合 Qz 只 可 能 是 下 面 三 个 拓扑 类 型 之 一 : 


I 平衡 态 . 
II. 周期 轨 线 . 
II. 由 平衡 态 和 当 t 一 士 co 时 趋 于 这 些 平衡 态 的 连接 轨 线 组 成 的 环 . 


10 «Analyse des travans de Henri Poincaré faite par lui-méma” [54]. 
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一 
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XC 
O 
(a) (b) 


(c) 


图 1.3.1 在 (a) 和 (c) 中 的 两 个 w - 极限 同 宿 环 . 在 (b) 中 由 两 条 从 一 个 平衡 态 到 另 一 个 平衡 态 
的 轨 线 所 组 成 的 w - 极限 异 宿 环 的 例子 . 


图 1.3.1 显示 了 第 II 类 极限 集 的 例子 , 其 中 平衡 态 记 为 O. 用 上 面 的 一 般 分 类 
我 们 可 以 列举 平面 系统 正 半 轨 线 的 所 有 类 型 : 


1. 平衡 态 ; 

2. 周期 轨 线 ; 

3. 趋 于 平衡 态 的 半 轨 线 ; 

4. 趋 于 周期 轨 线 的 半 轨 线 ; 

5. 趋 于 第 II 类 极限 集 的 半 轨 线 . 


类 似 的 情况 出 现在 负 半 轨 线 情形 . 在 二 维 情形 的 周期 轨 线 中 有 类 特殊 角色 , 它们 是 
周期 轨 线 内 邻 域 或 外 邻 域内 非 闭 轨 线 的 w ~ 极限 集 或 者 a - 极限 集 , 如 图 1.3.2 所 
示 . 这 样 的 周期 轨 线 称 为 二 维系 统 理论 中 的 极限 环 . 

在 高 维 情形 对 应 的 情况 比较 复杂 , 这 时 除了 平衡 态 和 周期 轨 线 , 极限 集 可 以 是 
极 小 集 , 或 者 是 不 同 拓扑 类 型 的 拟 极 小 集 , 例如 光滑 或 非 光 滑 流 形 形 式 的 奇怪 吸引 
子 , 或 者 某 些 分 形 集 , 其 局 部 结构 可 表示 为 圆 盘 和 Cantor 集 甚至 更 奇怪 的 集合 的 直 
积 . 

现在 我 们 转 到 考虑 对 整 条 轨 线 的 研究 问题 . 事实 上 , 刻画 动力 系统 意味 着 将 相 
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(a) (b) 


图 1.3.2 (a) w - 极限 环 . (b) 极限 环 , 它 是 其 邻 域内 非 闭 轨 线 的 w - 极限 集 和 a - 极限 集 . 


空间 拓扑 地 (或 者 定性 地 ) 划分 为 不 同 拓扑 类 型 轨 线 的 存在 性 区 域 . 通常 将 这 个 问题 
称 为 “构造 相 图 *. 由 此 引出 一 个 问题 : 什么 时 候 两 个 相 图 类 似 ?借助 于 动力 系统 定 
性 理论 , 我 们 可 以 通过 引入 拓扑 等 价 性 概念 来 回答 这 个 问题 . 


定义 1.4 ”两 个 系统 称 为 是 拓扑 等 价 的 , 如 果 存 在 这 两 个 相 空 间 之 间 的 同 胚 , 将 
一 个 系统 的 轨 线 映 为 第 二 个 系统 的 轨 线 . 31 


由 这 个 定义 得 知 , 如 果 两 个 系统 拓扑 等 价 , 那么 一 个 系统 的 平衡 态 、 周 期 轨 线 和 
非 闭 轨 线 分 别 映 为 另 一 个 系统 的 平衡 态 、 周 期 轨 线 和 非 闭 轨 线 . 两 个 系统 在 相 空 间 
的 某 个 子 区 域内 的 拓扑 等 价 性 以 类 似 方 法 定义 . 后 者 通常 被 用 来 研究 局 部 问题 , 例 
如 在 平衡 态 邻 域内 或 者 周期 轨 线 或 同 宿 轨 线 附近 的 问题 . 两 个 动力 系统 拓扑 等 价 性 
的 定义 给 出 了 相 空 间 划 分 为 不 同 拓扑 类 型 的 轨 线 的 存在 性 区 域 的 定性 结构 的 间接 定 
义 . 这 样 的 结构 必须 关于 相 空 间 所 有 可 能 的 同 胚 是 不 变 的 . 
设 G 是 相 空 间 的 有 界 子 区 域 , 令 互 = {hi;} 是 定义 在 G 上 的 同 胚 集 . 我 们 可 以 
引入 距离 如 下 : 
dist(hi, h2) = up | Paz 一 h2zll. 


定义 1.5 “” 称 轨 线 工人 (Ce G) 为 特殊 的 , 如 果 对 充分 小 的 。 > 0, 对 所 有 满足 
dist(ji,7) < < 的 同 胚 hi, 满足 条 件 


hiL =L, 


其 中 了 工 是 恒 同 同 胚 . 
显然 所 有 的 平衡 态 和 周期 轨 线 都 是 特殊 轨 线 . 非 闭 轨 线 也 可 以 是 特殊 轨 线 , 例如 
二 维系 统 中 当 t 一 +oo 和 + 一 一 oo 时 都 趋 于 鞍点 平衡 态 的 轨 线 . 由 于 这 样 的 轨 线 将 
平面 分 成 某 些 区 域 , 故 称 它们 为 分 界线 (分 界线 的 例子 见 图 1.3.1). 类 似 地 , 可 以 引 
人 特殊 半 轨 线 的 定义 . 
11 详细 见 2.5 节 . 
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定义 1.6 ”两 条 轨 线 L! 和 Ls 称 为 等 价 的 ,如果 给 定 < > 0, 存在 同 胚 hi， 
几 2， 二 ,hm(e) 使 得 
了 2 = hm(e) :hili, 


其 中 dist(hx,T) <e (k=1,2,... ,mm(e)). 


我 们 称 每 个 等 价 轨 线 集 为 胞 腔 , 注意 在 一 个 胞 腔 中 的 所 有 轨 线 都 有 相同 的 拓扑 
类 型 . 特别 地 , 如 果 胞 腔 由 非 闭 轨 线 组 成 , 则 它们 都 具有 相同 的 w - 极限 集 和 相同 的 
a -极限 集 . 

特殊 轨 线 与 胞 腔 对 二 维系 统 尤其 重要 . 对 于 此 情形 , 我 们 可 以 从 每 个 胞 腔 选 择 单 
条 轨 线 来 指定 某 个 集合 S( 由 定义 所 有 特殊 轨 线 属于 5). 我 们 称 这 个 集 5 为 概 形 .12 

假设 5 是 由 有 限 多 条 轨 线 所 组 成 .13 


定理 1.3 ” 概 形 是 完全 拓扑 不 变量 . 


这 条 定理 以 及 它 的 证 明 一 起 占据 了 由 Andronov，Leontovich，Gordon 和 Maier 
写 的 《平面 动力 系统 理论 》[6] 一 书 的 重要 部 分 . 这 个 理论 不 仅 为 二 维系 统 振动 理论 
提供 了 数学 基础 , 而 且 也 给 具体 系统 的 研究 开 了 处 方 . 特别 地 , 研究 过 程 是 按 下 面 的 
次 序 进行 : 首先 将 平衡 态 分 类 , 然后 是 所 有 的 特殊 轨 线 , 例如 趋 于 鞍点 的 分 界线 以 及 
当 上 + 一 +oo 或 者 上 一 -oo 时 趋 于 第 II 类 极限 集 的 轨 线 . 特殊 轨 线 整个 汇合 在 一 起 
确定 了 被 称 为 框架 的 示意 图 , 它 允 许 我 们 把 相 空间 划分 为 胞 腔 , 并 对 每 个 胞 腔 内 轨 
线 的 性 态 进 行 研究 . 

遗憾 的 是 , 在 研究 高 维系 统 时 这 个 方法 没有 作用 . 三 维系 统 中 的 特殊 轨 线 已 经 
可 以 有 无 穷 多 , 甚至 可 以 组 成 一 个 连续 统 . 这 同样 也 适用 于 胞 腔 的 情况 , 因此, 这 时 
寻找 完全 拓扑 不 变量 的 问题 看 起 来 很 不 现实 . 这 就 是 我 们 为 什么 甘心 接受 基于 仅 适 
用 于 某 些 情形 的 某 些 拓扑 不 变量 的 相对 不 完全 分 类 概念 的 理由 . 尽管 如 此 , 研究 具 
体 的 高 维系 统 的 基本 方法 仍 与 二 维 情形 相同 ; 即 从 确定 平衡 态 和 周期 轨 线 开始 . 我 
们 将 分 别 在 第 2 章 和 第 3 章 考虑 这 个 “广泛 ”的 局 部 理论 . 


12 集合 5 可 考虑 为 关于 上 面 等 价 关系 的 因子 系统 . 
13 s 的 有 限 性 条 件 相当 一 般 , 它 对 一 大 类 平面 系统 成 立 . 
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2.1 平衡 态 概念 . 线性 化 系统 


考虑 微分 方程 系统 
j= X(z), (2.1.1) 


其 中 z e R", X 是 某 区 域 D C Rn 内 的 光滑 函数 . 


定义 2.1 系统 (2.1.1) 的 轨 线 z(t) 称 为 平衡 态 , 如 果 它 与 时 间 无 关 , 即 z(t) = 
zo = 常数 . 


由 定义 得 知 平衡 态 的 坐标 是 系统 


的 解 . 如 果 Jacobi 矩阵 9X/6z 在 点 zo 处 非 奇 异 , 则 由 隐 函 数 定理 , 在 zo 附近 不 存 
在 方程 (2.1.2) 的 其 它 解 . 这 意味 着 这 个 平衡 态 是 孤立 的 . 但 是 , 即使 Jacobi 矩阵 奇 
异 , 平衡 态 通 常 也 是 孤立 的 (除非 右 端 X(z) 是 非常 特殊 的 类 型 ). 因此 , 对 一 般 情 形 ， 
系统 (2.1.1) 在 R”* 的 任何 有 界 子 区 域内 只 有 有 限 个 平衡 态 . 此 外 , 当 (2.1.1) 的 右 端 
是 多 项 式 时 , 存在 标准 的 代数 方法 估计 平衡 态 的 个 数 . 

从 数值 模拟 的 观点 来 看 , 当 n 比较 小 时 , 确定 系统 (2.1.2) 在 R" 的 任何 有 界 子 
区 域内 的 所 有 孤立 解 (或 者 等 价 地 , (2.1.1) 所 有 的 驻 定 态 ) 相对 来 说 比较 简单 . 但 是 ， 
高 维系 统 平衡 态 的 个 数 可 能 非常 大 , 从 而 找 全 它们 比较 困难 . 

系统 (2.1.1) 在 平衡 态 附 近 的 研究 是 基于 标准 的 线性 化 方法 . 

设 点 O(z = xzo) 是 系统 (2.1.1) 的 一 个 平衡 态 . 变换 


Z 一 Z0 十 Y (2.1.3) 
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将 原点 移 到 O. 对 新 变量 这 个 系统 可 以 写 为 


y= X(zo+Y), (2.1.4) 
或 者 由 在 z = zo 附近 的 Taylor 展开 , 我 们 有 
OX 0) 


y= X(T0) 十 Oy + o(y). (2.1.5) 
由 于 X(zo) = 0, 系统 (2.1.5) 变 成 
y= Ay+g(y), (2.1.6) 
其 中 
pu OX(zo) 
Ox 
A 是 (n xn) -常数 矩阵 , g(y) 满足 条 件 
Og(0) 
g(0) = 和 0. (2.1.7) 


对 一 般 情 形 ，(2.1.6) 中 的 最 后 一 项 是 关于 第 一 项 的 高 阶 小 项 ( 按 通 常 的 范 数 ). 
显然 , 系统 (2.1.6) 在 原点 的 小 邻 域 内 的 轨 线 性 态 主 要 是 由 线性 化 系统 


y= Ay (2.1.8) 


确定 . 

线性 系统 的 研究 是 19 世纪 和 20 世纪 初 研究 非 保 守 动 力学 的 主要 范例 . 这 类 系 
统 的 主要 来 源 是 自动 控制 理论 , 特别 是 蒸汽 机 的 控制 理论 . 在 那个 时 期 线性 动力 学 的 
中 心 问题 是 寻找 驻 定 态 稳定 性 的 最 有 效 准则 .1 

平衡 态 的 稳定 性 由 Jacobi 矩阵 4 的 特征 值 (A1,… , Xn), 即 由 特征 方程 


detl4- AI|=0 (2.1.9) 


的 根 确 定 , 其 中 了 是 恒 同 矩阵 . 特征 方程 的 根 也 称 为 平衡 态 的 特征 指数 ， 当 平衡 态 
的 所 有 特征 指数 位 于 复 平面 的 左 半 平 面 (LHP) 时 , 平衡 态 稳定 . 此 外 , 这 时 的 平衡 
态 的 任何 偏离 以 正比 于 Re Xi (i = 1,… ,n) 的 衰减 阻尼 指数 衰减 . 因此 , 构造 既 简 
单 又 有 效 的 平衡 态 稳 定性 准则 的 主要 问题 是 , 寻找 由 和 矩阵 4 的 元 素 构成 的 某 些 明确 
条 件 , 使 得 不 用 求解 特征 方程 就 能 确定 它 的 所 有 特征 值 什么 时 候 位 于 开 的 LHP 内 . 

这 里 , 我 们 叙述 一 个 最 通用 的 叫 Routh-Hurwitz 准则 的 算法 . 设 (ao,:… ,an) 是 
多 项 式 det | 和 IT - 4|. 


det | 和 T— A| 一 aoXm 十 alXn-1 十 .十 an 


1 研究 非 线性 非 保守 系统 的 必要 性 , 最 先 仅 在 20 世纪 前 期 在 真空 管 振 子 的 持续 振荡 现象 的 研 
究 中 显示 . 


2.2 二 维和 三 维 线性 系统 的 定性 研究 .15. 


的 系数 . 我 们 构造 (n x mn) - 矩阵 : 


al Qa3 Qs 0 0 
Q0 Q2 Q4 0 0 
0 a as 0 0 
A=|10 ao oa 0 0 (2.1.10) 
0 0 0 .an 1l 0 
0 0 QO 0 a An 


并 求 子 式 Al = al, Az = aiQ2 一 aoas, ,… ，An = det 4. 其 中 Ai 是 这 样 的 矩阵 的 行 
列 式 , 它 的 元 素 是 矩阵 4 前 i 行 和 前 i 列 的 交 . 

Routh-Hurwitz 准则 . 所 有 的 特征 指数 具有 负 实 部 , 当 且 仅 当 每 个 Ai 都 是 正 
的 . 

非 线性 系统 在 平衡 态 附近 的 性 质 与 相应 的 线性 化 系统 在 平衡 态 附近 的 性 质 之 间 
对 应 这 一 数学 问题 , 首先 是 在 Poincaré 和 Lyapunov 的 文章 中 提出 来 的 . 这 个 问题 
在 相当 范围 内 现在 已 经 被 解决 . 下 面 几 节 我 们 将 详细 研究 并 阐述 非 线 性 系统 在 它 的 
结构 稳定 (等 价 于 粗 ) 平衡 态 ， 即 它 的 特征 指数 没有 零 实 部 的 平衡 态 的 邻 域内 的 轨 
线性 态 . 我 们 注意 , 下 面 的 叙述 不 同 于 在 通常 意义 下 的 处 理 , 即 我 们 将 集中 那些 对 研 
究 包括 鞍点 平衡 态 的 奇怪 吸引 子 , 例如 , Lorenz 吸引 子 , 螺旋 吸引 子 , Chua 电路 中 的 
双 涡 形 管 吸 引子 等 所 需要 的 系统 特性 , 
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在 这 一 节 和 下 面 两 节 我 们 研究 线性 化 系统 的 解 的 性 态 . 此 外 , 将 仅 限 制 考虑 结 
构 稳定 平衡 态 . 

我 们 从 n = 2 和 n = 3 的 低 维 情形 开始 . 

当 n= 2 时 , 假设 系统 的 一 般 形 式 是 : 


T= al17 十 Q12Y, 全 2 1) 


1 = Qa217 十 Q22Y. 


对 应 的 特征 方程 是 
和 2 一 (ail 十 az2) 入 十 (alla22 ~ al2a21) = 0. (2.2.2) 
它 的 根 是 
Se Q11 十 Q22 
1,2 一 


2 土 V(all 十 a22)2/4 一 (alla22 一 al2021) 
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二 维系 统 基本 平衡 态 的 名 字 是 由 Poincaré 第 一 次 给 出 的 . 它们 依赖 于 特征 指数 
》i2 的 值 如 下 : 


1. Ai 和 Xo 都 是 负 实 数 :A < 0 和 A。< 0. 这 样 的 平衡 态 O 称 为 稳定 结 点 . 当 
Al 关 和 2 时 系统 (2.2.1) 经 变量 的 非 奇 异 线性 变换 可 化 为 


E 人 A1é, 


2.2.3) 
Ul = 和 27), ( 


其 中 €(t) 和 n(t) 分 别 是 相 点 (z(t),y(t)) 在 对 应 于 和 矩阵 后 o | 的 特征 值 和 
21 22 
和 Xz 的 特征 向 量 上 的 投影 . 系统 (2.2.3) 的 通 解 是 
€ = eté0,n = exzty1o. (2.2.4) 


由 于 和 1,z 都 是 负 的 , 所 有 罗 线 当 1 -，+oo 时 都 被 吸 向 原点 . 此 外 , 每 一 条 趋 于 
原点 O 的 轨 线 都 切 于 轴 或 者 7 轴 . 为 了 验证 这 一 点 , 我 们 考察 系统 (2.2.3) 的 
轨 线 方程 

ney = €* mo, (2.2.5) 
其 中 v = |Xz1/| 和 il. 为 确定 起 见 , 设 |X2| 大 于 | 和 1. 则 > > 1, 由 (2.2.5), 除了 两 
条 位 于 7 轴 上 的 轨 线 , 所 有 趋 于 O 的 轨 线 都 切 于 上 轴 , 见 图 2.2.1. € 轴 和 7 轴 
分 别称 为 主 方向 和 非 主 方向 . 


图 2.2.1 ”稳定 结 点 . 双 箭 头 表 示 与 轴 重 合 的 强 稳定 ( 非 主 ) 方向 . 
当 和 i= 和 = -入 < 0 时 , 系统 (2.2.1) 可 以 写 为 下 面 两 个 形式 之 一 : 


一 一 扑 十 1 (2.2.6) 
三 一 和 Mn 
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( 非 平凡 Jordan 块 ), 或 者 
(2.2.7) 


系统 (2.2.6) 的 通 解 是 
€= e- eo +te*no，7= e— Mo. (2.2.8) 

系统 (2.2.7) 的 通 解 是 
€=e Nt0, 7 =e Mn. (2.2.9) 


图 2.2.2 显示 第 一 个 情形 的 相 图 . 所 有 趋 于 O 的 轨 线 切 于 唯一 的 特征 向 量 , 即 
& 轴 . 在 第 二 个 情形 中 , 任何 轨 线 沿 着 它 自己 的 如 图 2.2.3 所 示 的 特征 方向 趋 于 
O. 这 样 的 结 点 称 为 临界 节点 . 


2.2.2 ” 另 一 个 稳定 结 点 . 每 一 条 轨 线 仅 沿 着 上 轴 这 个 主 方向 进入 原点 . 


. 一 对 共 思 e 复 根 : 和 ,2 = 一 p 土 iw, p > 0, w > 0. 在 这 一 情形 下 平衡 态 O 称 为 稳定 
焦点 . 由 坐标 的 非 奇 异 线性 变换 , 系统 (2.2.1) 可 以 变换 成 


Sp (2.2.10) 
7 = wé — pn. 
在 极 坐标 上 = rcosw,7 =7rsinw 下 , (2.2.10) 可 以 写 为 
A (2.2.11) 
p=w, 
系统 (2.2.11) 的 通 解 是 
He (2.2.12) 


y(t) 二 wwt 十 0， 
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“ut 


图 2.2.3 ”临界 结 点 . 每 一 条 轨 线 沿 着 它 自己 的 方向 趋 于 O. 


或 者 , 回 到 直角 坐标 , 得 
£(t) = er*(é0 cos(wt) — no sin(wt)), 
n(t) = ernt(éo sin(wt) + no cos(wt)). 


其 相 图 如 图 2.2.4 所 示 . 任何 轨 线 ( 除了 0) 当 t 一 +co 时 都 “ 逆 时 针 方 向 ” 盘 
旋 趋 于 原点 O. 


(2.2.13) 


图 2.2.4 ”平面 上 的 稳定 焦点 
3; 和 1 和 入 2 是 实数 但 反 号 : 入 1 一 了 >> 0， 入 2 三 一 入 < 0. 这 样 的 平衡 点 称 为 鞍点 . 变 
量 的 线性 变换 将 系统 (2.2.1) 化 为 形式 


E = 78， 


(2.2.14) 
= 一 入 7. 


Cn 


2.2 ”二 维和 三 维 线性 系统 的 定性 研究 “19. 


系统 (2.2.14) 的 通 解 是 

€ = elté0, 1=e Nm. (2.2.15) 
对 应 的 轨 线 方程 是 

né" = 670， (2.2.16) 

其 中 v = 和 /7. 在 鞍点 附近 相 空 间 的 相 图 (或 者 就 称 “ 相 空间 ”) 如 图 2.2.5 所 
示 . 存在 四 条 称 为 分 界线 的 例外 轨 线 , 两 条 稳定 , 两 条 不 稳定 , 当 t 一 +cc 和 
t 一 一 00 时 它们 分 别 趋 于 鞍点 O. 其 它 所 有 轨 线 都 离开 鞍点 . 这 对 稳定 分 界线 
连同 鞍点 0 一 起 组 成 鞍点 的 稳定 不 变 子 空间 (7 轴 ). 不 稳定 分 界线 和 鞍点 O 
组 成 鞍点 的 不 稳定 不 变 子 空间 (€ 轴 ). 


7 


图 2.2.5 “平面 鞍点 


. 两 个 特征 指数 的 实 部 都 是 正 的 情况 可 以 用 时 间 变 换 上 一 -+ 简单 地 化 为 上 面 的 


情形 (1) 和 (2), 因此 相应 的 相 图 中 的 箭头 方向 是 相反 的 . 当 特 征 指数 是 实数 
时 , 相应 的 平衡 态 称 为 不 稳定 结 点 . 在 复 特征 指数 的 情形 称 它 为 不 稳定 焦点 ( 见 
2.2.6 和 图 2.2.7) 


. 现在 让 我 们 考虑 三 维系 统 的 平衡 态 . 首先 考虑 特征 指数 Xi (i = 1,2,3) 是 实数 


且 hs < 2 < 和 <0 的 情形 . 于 是 , 相应 的 三 维系 统 可 化 为 形式 
光一 和 1， y 一 和 23/ 二 和 3Z. (BY. 1 


它 的 通 解 是 


T=e\tro, y=e\iyo, z 一 exatz0. (2.2.18) 


由 于 所 有 的 和 都 是 负 的 , 点 O 是 稳定 平衡 态 , 即 所 有 轨 线 当 t 一 +oo 时 趋 于 
O. 此 外 , 不 在 非 主 平面 (y,z) 上 的 所 有 轨 线 沿 着 与 z 轴 重 合 的 主 方向 趋 于 O， 
见 图 2.2.8. 这 样 的 平衡 态 称 为 稳定 结 点 . 
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by 
0 加 


2.2.6 ”不 稳定 结 点 . 从 图 2.2.1 改变 时 间 方 向 得 到 此 图 . 


KS 


图 2.2.7 不 稳定 焦点 . 平面 上 “ 顺 时 针 " 向 外 盘旋 的 轨 线 . 


图 2.2.8 。”R3 中 的 稳定 结 点 . 较 少 箭头 的 代表 压缩 率 较 弱 ， 主 子 空间 Er 是 一 维 的 , 二 维 子 空间 
Ess 是 非 主 子 空间 . 


2.2 ”二 维和 三 维 线性 系统 的 定性 研究 “21 。 


现在 考虑 特征 指数 中 有 一 对 共 因 复数 A2.3 = -p 土 io 的 情形 . 系统 
T=NT, Y=-—py—wz z=wy— pz (2.2.19) 
的 平衡 态 O 在 -po < Xi < 0 时 , 称 为 稳定 结 点 . 通 解 具有 形式 


Z(t) = exltzo， 
y(t) 一 epAt(yo cos(wt) — zo sin(wt)), (2.2.20) 
z(t) = ert (yo sin(wt) + zo cos(wt)). 


( 见 (2.2.13)). 这 个 系统 的 相 图 如 图 2.2.9 所 示 . 从 (2.2.20) 得 
此 外 , 对 于 初始 点 不 在 非 主 平面 (y, z) 内 的 任何 轨 线 , 我 们 有 
Vy) + 2208) = Clz(OF, (2.2.21) 


其 中 v= iT C = V 吸 十 强 /|zol*. 由 于 wv > 1, 所 有 这 些 轨 线 沿 着 主 z - 轴 趋 
于 0. 


图 2.2.9 ”R3 中 另 一 类 可 能 的 稳定 结 点 . 虽然 点 O 是 £3? 上 的 稳定 焦点 , 所 有 不 在 Ess 上 的 轨 线 
沿 着 一 维 主子 空间 EZ 趋向 O. 


6. 当 Ni < -p < 0 时 系统 (2.2.19) 的 平衡 态 称 为 稳定 焦点 .但 是 由 于 ， < 1 时 关 
系 式 (2.2.21) 仍 成 立 , 故 对 C 头 0 ( 即 初始 点 不 在 z 轴 上 ) 时 的 所 有 轨 线 趋 于 O 
时 与 (y 3) -平面 相 切 , 如 图 2.2.10 所 示 . 在 这 种 情形 下 , 分 别称 z - 轴 为 非 主 
方向 , (y, z) - 平面 为 主 平面 . 
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图 2.2.10 ”Ra 中 的 稳定 焦点 . 与 图 2.2.9 相反 , 所 有 不 在 一 维 子 空间 Es* 的 轨 线 趋 于 O 时 与 二 维 
主子 空间 Er 相 切 . 


7. 当 所 有 特征 指数 位 于 虚 轴 的 右边 时 ( 即 在 右 半 开平 面 (RHP)), 利用 时 间 反 向 
t 一 一 t, 就 把 问题 化 为 上 面 我 们 已 经 考虑 过 的 情形 . 这 里 所 有 的 轨 线 当 t 一 -oo 
时 趋 于 平衡 态 . 如 前 , 存在 两 类 平衡 态 : 若 最 靠近 虚 轴 的 特征 指数 是 实数 ， 则 称 
为 不 稳定 结 点 ; 若 最 靠近 虚 轴 的 特征 指数 是 由 一 对 共 斩 复 数 所 组 成 ， 则 称 为 不 
稳定 焦点 . 对 应 的 相 图 类 似 于 图 2.2.8 一 图 2.2.10, 但 箭头 方向 相反 . 

8. 若 特征 指数 在 虚 轴 的 左右 两 边 都 存在 , 则 平衡 态 或 者 是 鞍点 或 者 是 鞍 - 焦点 
(这 个 名 字 也 是 Poincaré 给 的 ), 见 图 2.2.11 一 图 2.2.14. 


a 


图 2.2.11 具有 二 维稳 定子 空间 £? 和 一 维 不 稳定 子 空间 E* 的 鞍点 O. 


2.2 ”二 维和 三 维 线性 系统 的 定性 研究 .23 ， 


图 2.2.13 “” 鞍 - 焦点 (2,1). 它 有 二 维稳 定子 空间 £s 和 一 维 不 稳定 子 空间 E*. 


我 们 在 (2.2.17) 中 假设 和 1 > 0 以 及 A, < 0 (s = 2,3). 于 是 系统 (2.2.17) 的 
平衡 态 是 鞍点 , 见 图 2.2.11. 通 解 也 由 (2.2.18) 给 出 .由 于 和 il > 0, Xz <0, Xs < 0， 
当 t 一 十 oo 时 , y 坐标 和 z 坐标 都 指数 式 衰减 到 零 , 而 z 坐标 趋 于 无 穷 . 另 一 方 
面 , 当 t 一 -co 时 z 坐标 减少 到 零 . 因此 , 整个 位 于 稳定 子 空间 25* : z = 0 内 的 
所 有 轨 线 , 当 t 一 +oo 时 都 趋 于 鞍点 O, 而 位 于 不 稳定 子 空间 E* : (y = 0,z = 0) 
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a 


图 2.2.14 鞍 - 焦 点 (1,2). 与 图 2.2.13 相反 . 


内 的 所 有 轨 线 , 当 t 一 -co 时 趋 于 鞍点 . 在 Es Ler 以 外 的 轨 线 经 过 鞍点 附近 
后 而 远离 鞍点 . 

系统 (2.2.19) 在 鞍 - 焦点 附近 的 轨 线 具有 类 似 的 性 态 . 现在 , 和 > 0 以 及 
》2,3 = 一 p 土 iw, 其 中 p > 0. 唯一 的 区 别 是 在 鞍点 的 情形 , 点 O 是 稳定 子 空间 上 
的 结 点 , 而 在 鞍 - 焦点 的 情形 , 它 是 稳定 子 空 间 上 的 稳定 焦点 . 

对 于 Xi < 0, Re A2 > 0,Re 》s > 0 的 情形 , 可 改变 时 间 变 量 t 一 -: 而 化 
为 前 面 两 个 情形 , 见 图 2.2.12 和 图 2.2.14. 


2.3 ”高 维 线性 系统 . 不 变 子 空间 


考虑 系统 
y= Ay, (2.3.1) 
其 中 ye R". 通 解 是 
y(t) = estyo. (2.3.2) 
回忆 和 矩阵 B 的 指数 e8 是 由 矩阵 级 数 


eB=I1+B+B2/2+.…+ B*/k! +..., 
的 和 定义 的 , 这 里 以 及 下 面 的 了 表示 恒 同 矩阵 . 因此 系统 (2.3.1) 的 通 解 可 以 写 为 


y(t) = (T+ At+ A2t?/2+...+ AKtk/k! +...)yo. (2.3.3) 


2.3 ”高 维 线性 系统 . 不 变 子 空间 .25 ， 
级 数 (2.3.3) 对 任何 t 的 收敛 性 是 显然 的 , 因为 | 4ktk/ 有 | 不 大 于 上 4Il*|/k!, 而 后 
者 当 一 co 时 迅速 衰减 . 为 了 验证 (2.3.3) 是 通 解 , 我 们 应 该 注意 , 由 (2.3.3) 得 
y(0) = yo 
以 及 
yt) = (A+ At+: + AKtK-1/(k— 1)!+...)yo 
= A(T + At+ A2t?/2+:. + A-ltk-1/(k 1)!+...)yo = Avy(t). 


我 们 来 详细 阐述 表达 式 (2.3.2). 如 果 和 矩阵 4 的 所 有 特征 值 是 相 异 实数 , 那么 可 以 选 
择 特征 基 作 为 坐标 标 架 , 使 得 矩阵 4 变 成 对 角 和 矩阵 , 即 


这 里 , 在 不 至 于 混淆 的 情况 下 , 我 们 使 用 同一 个 符号 4 表示 原 矩 阵 在 新 基 下 的 对 角 
矩阵. 在 这 个 基 下 有 


和 0 

k 

A* = 人 
0 和 

因此 ， 
est 0 
eX2t 
eAt 一 
0 EMnt 


由 此 , 如 果 我 们 用 (yi,… ,yn) 表示 向 量 y e Rn" 在 给 定 基 下 的 分 量 , 那么 系统 的 解 
可 以 重 写 为 
gs 人 (tb) = eiyso (s=1,...,n). (2.3.4) 
如 前 , 如 果 所 有 的 特征 值 (我 们 也 称 它 们 为 特征 指数 ) 相 异 , 但 它们 中 有 些 是 复数 , 则 
存在 一 组 基 , 在 此 基 下 4 取 分 块 对 角形 : 
41 0 


42 
(2.3.5) 
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其 中 每 一 块 4; 对 应 于 一 个 实 特 征 值 或 者 一 对 共 罗 的 复 特征 值 (回忆 若 4 是 实 和 矩阵， 
则 任何 复 特征 值 Xi 的 复 共 二 A* 也 是 特征 值 ). 如 果 A; 是 实数 , 那么 它 的 对 应 块 是 
(1 x 1) 矩阵 


A; = (Nj;). (2.3.6) 
如 果 和 = p+iw 和 入 =p- 庆 是 一 对 共 斩 的 复 特 征 值 , 那么 对 应 的 块 是 (2 x 2) 矩 
阵 : 
p 人 7 i rt | (2.3.7) 
wWw 1 ImA ReA 
在 这 一 组 基 下 
Ar 0 
A = 和 ? 
0 A 


此 外 , 对 复数 和 我 们 有 


a# ~ { Re(X*) —Im(X*) 
7 NIm(Oe) Re(x) /°° 


因此 , 我 们 得 到 


其 中 


ex 对 A;=(N), 
(oi) 
由 此 , 对 实数 和 ,, 通 解 (2.3.2) 有 形式 
yslt) = etyeo, (2.3.8) 
对 复数 和 。 = X41 = p 十 iw, 有 


Ys(t) = ert(yso cos(wt) — yst+1,0 sin(wt)), (2.3.9) 
ys+1(t) = ert (yso sin(wt) + yst+1,0 Cos(wt)). (2.3.10) 
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如 果 4 有 某 些 重 特征 值 , 我 们 可 以 作 线 性 变换 使 得 在 一 组 Jordan 基 下 4 变 成 
分 块 对 角 和 矩阵 . 对 应 于 单 特征 值 的 上 述 块 保持 不 变 , 但 对 每 个 重 实 特征 值 和, 对 应 
的 块 是 形 如 


入 61 0 
入 5 
入 
(2.3.11) 
Ok—1 
0 入 


的 (kx) -和 矩阵 , 其 中 6; 是 0 或 1. 对 每 一 对 % 重 共 示 复 特征 值 , 对 应 的 块 是 形 如 


A 1 0 
A 621 


A 
(2.3.12) 


kil 
0 A 


的 (2k x 2k) - 矩阵 , 其 中 矩阵 A 由 (2.3.7) 给 出 ,了 是 (2 x 2) 恒 同 矩阵 ，5; 是 0 或 
1. 此 时 y(t) 也 可 以 从 公式 (2.3.3) 容易 地 得 到 . 对 应 于 单个 特征 值 的 y。 坐标 , 公式 
(2.3.8), (2.3.9) 和 (2.3.10) 保持 不 变 . 

对 应 于 重 实 特 征 值 和 的 坐标 (y;+1,-… ,yi+k), 在 完全 Jordan 块 ( 即 (2.3.11) 
中 的 所 有 5 都 等 于 1) 情形 , 下 面 的 公式 成 立 : 


Vitk(t) = extoi+k0， 
Vitk_1(t) = et(yitk-1,0 + tyit+k,0), 
(2.3.13) 
S Yits,0t” 


i (t = EX ) 
Yiti(t) 所 (s 一 J! 


或 者 等 价 地 ， 


(Wi+1l (#), 时 Yit+k(t)) et eX (yi+10) 人 Yitk,0) ert, (2.3.14) 
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其 中 大 表示 (k x 上) 矩阵 


0 0 
1 0 

Lr < 
0 1 0 


(这 是 (2.3.11) 的 非 对 角 部 分 的 转 置 ). 
在 完全 Jordan 块 情形 , 对 应 于 重 的 一 对 复 共 轿 特征 值 的 坐标 (y;;1,…… ,yi;42k)， 
我 们 有 


k 
Vit2j-1(t) = ent 》， (yi+2s—1,0 Cos(wt) ~— yit2s,0 sin(wt))t 7/(s 一 四 


3 一 了 


(2.3.15) 
Yi+2i(t) = ert > (Yi+2s—1,0 Sin(wt) 十 Wi+2s0 Cos(wt))t’ 7/(s — 7)!, 
3 一 了 
或 者 等 价 地 
1(t) 2 人 二 
| +1(t) Yi+2k—1(t) 一 ett Yi+1,0 Yi+2k—1,0 ent (2.3.16) 
Yi+2(t) 1 Vit2x(t) Yit20 i** Yit2k,0 


其 中 A 是 矩阵 (2.3.7), 六 与 (2.3.14) 中 的 相同 . 
如 果 入 是 实数 且 Jordan 块 是 不 完全 的 , 即 (2.3.11) 中 有 些 6; 为 零 , 那么 对 应 于 
和 的 块 可 以 划分 为 下 面 两 个 子 块 


和 A 6 0 | 
入 | 
| 0 
0 入 | 
EE 
| 入 6j+1 0 
0 A 
| Ok 
| 入 


即 一 个 指数 分 开 建 立 各 个 子 块 . 对 具有 不 完全 Jordan 块 的 每 个 k 重复 特征 值 和 可 
类 似 地 进行 计算 ， 

现在 我 们 证 明 下 面 的 引 理 ， 它 给 出 矩阵 指数 范 数 的 标准 估计 . 这 个 估计 在 我 们 
的 这 本 书 中 将 经 常用 到 |. 


2.3 ”高 维 线性 系统 . 不 变 子 空间 .29 ， 


引 理 2.1 ”对 任 给 的 小 s > 0, 在 R" 中 可 选择 一 组 适当 的 基 , 使 得 线性 系统 
y= Ay 
的 解 y(t) = e4tyo 满足 下 面 的 不 等 式 : 


ly 人 | le 人 loll < ecmasRe e+e)tllgyol 对 t>0， (2.3.17) 
ly 人 上 | 关 le tl ilyoll > eemin Re 一 stllyoll 对 t>0, (2.3.18) 
Iy ON < le4lgoll < eemim Re 和 一 llyol| 对 ts<0， (2.3.19) 
ll 人 (| 1e 一 全 人 :yoll > eemaxRexe+eiillyol 对 上 <0， (2.3.20) 


其 中 和 ; (i = 1,… ,n) 是 矩阵 4 的 特征 指数 , 范 数 | . || 取向 量 y e R" 的 Euclid 范 
数 V 丰 + 十 大 

证 明 ”四 个 不 等 式 的 证 明 类 似 , 故我 们 就 考虑 第 一 个 情形 . 为 了 在 所 有 特征 指 
数 都 是 单 的 情况 下 证 明 (2.3.17), 选择 基 使 得 等 式 (2.3.8), (2.3.9) 和 (2.3.10) 成 立 , 由 
此 立即 得 (2.3.17). 


对 于 重 特征 指数 的 情形 ， 经 选择 Jordan 基 以 后 y(t) 的 公式 ( 见 (2.3.13) 和 
(2.3.15)) 有 寡 因 子 大 , 它 给 出 了 y(t) 的 范 数 的 以 下 估计 : 


ly < eve Myol Ql), 


其 中 8 是 次 数 小 于 特征 指数 的 最 大 重 数 的 多 项 式 . 因为 对 任何 小 。 > 0, 存在 某 个 
Cl(e) 使 得 
Q(tl) < Cesl， 
由 此 得 估计 
yO) < Ce ReNte)tllyoll 对 t>0. 

为 了 使 C 等 于 1, 我 们 指出 , 可 以 选择 Jordan 基 , 使 得 (2.3.11) 和 (2.3.12) 中 非 
零 5; 的 值 等 于 给 定 的 任意 小 的 e. 为 此 , 代替 对 应 于 实 特 征 值 的 Jordan 块 (2.3.11) 
的 坐标 


(Vit1)* ,Yi+k), 
Vitl Yi+2 
( 填 1 ek—2) En ,Yitk) * 


类 似 地 , 对 复 特征 值 ( 见 公式 (2.3.12)), 我 们 必须 用 坐标 


Vitl Vit2 Vit3 Yit4 
Eki’? ek-1’ ck-2’ ck-2 ) Yi+2k—1, Wi 十 2 大 
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代替 
(ViH1，… Yi+2k). 
在 这 个 基 下 , 因子 <*-; 出 现在 公式 (2.3.13) 和 (2.3.15) 中 的 ts-; 之 前 , 或 等 价 地 , 系 
数 < 出 现在 (2.3.14) 和 (2.3.16) 中 Jt 的 前 面 . 因此 , 我 们 得 到 下 面 的 对 y(t) 的 估计 
Jy < eRe Xt) yo eetl|. (2.3.21) 


由 于 7j| < 1, 下 面 的 估计 成 立 : 


[| t™ 
llesxtfl < (1 + ellJxllt+ < 大作 十 …' 十 E | 人 十 …) 


一 eellJxllt < est, 


由 此 从 (2.3.21) 得 出 (2.3.17). 

从 这 个 证 明 容 易 看 出 , 当 具 有 最 大 实 部 的 特征 指数 是 单 的 时 , 我 们 可 以 假设 不 
等 式 (2.3.17) 和 (2.3.20) 中 的 <s = 0. 如 果 具 有 最 小 实 部 的 特征 指数 是 单 的 , 则 我 们 
可 以 假设 不 等 式 (2.3.18) 和 (2.3.19) 中 的 es = 0. 

我 们 也 指出 , 任何 一 个 基 将 改变 不 等 式 (2.3.17) 一 (2.3.20) 以 至 于 额外 的 系数 可 
能 出 现在 其 右 端 (一 般 地 ,系数 在 (2.3.17) 和 (2.3.19) 中 的 大 于 1, 而 (2.3.18) 和 
(2.3.20) 中 的 小 于 1). 事实 上 , 从 一 个 基 到 另 一 个 基 仅 仅 作 了 一 个 变量 的 线性 变换 


z= Py, 
其 中 P 为 非 奇异 和 矩阵. 在 新 变量 z 下 我 们 有 
llzll < liPlllyl, llyll < te- 


因此 , 例如 , 代替 (2.3.17), 我 们 得 到 下 面 关 于 z(t) 的 不 等 式 : 


lz < Ce ReAite)tlzoll 对 t>0, (2.3.22) 
其 中 
C=|PIlP- 21. (2.3.23) 
对 于 所 有 特征 指数 A; 都 位 于 虚 轴 左边 的 这 个 特殊 情形 , 不 等 式 (2.3.17) 变 成 
yD < elyol 对 t>0, (2.3.24) 


其 中 入 > 0 并 对 所 有 i 满足 Re Xi < -入 (如 果 最 靠近 虚 轴 的 特征 指数 是 单 的 , 我 们 
可 以 选择 入 = min | Re 和;|). 因此 , 在 这 种 情形 下 , 线性 系统 (2.3.1) 的 每 一 条 轨 线 当 
t 一 +oo 时 都 指数 式 趋 于 O. 这 样 的 平衡 态 称 为 指数 式 渐 近 稳定 平衡 态 . 

对 稳定 平衡 态 的 特征 指数 进行 重 排 , 使 得 Re 和 1 > Re M2 > … > Re Xn. 并 且 
假设 前 面 m 个 指数 有 相同 的 实 部 Re 和 = Re 和 i (i=1,…,m) 和 Re 和 < Re 和 (i= 
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m 二 1,…,n). 以 E” 和 8ss 记 和 矩阵 4 的 m 维和 (n -mm) 维特 征 子 空间 , 它们 分 别 
对 应 于 特征 指数 (和 1,… ,Am) 和 (Am+1,… , An). 子 空间 E7 称 为 主 不 变 子 空间 , E53 
称 为 非 主 或 者 强 稳定 不 变 子 空间 . 

这 些 名 字 来 自 这 样 的 事实 , 当 t -+oo 时 所 有 雪线 除了 位 于 Ess 中 的 以 外 都 在 
趋 于 平衡 态 O 时 与 子 空间 EZ 相 切 . 此 外 , 从 ss 中 趋 于 O 的 轨 线 快 于 e(Re Xm+1+e)t 
但 其 它 轨 线 的 收敛 速度 不 超过 eCRe 入 -et, 其 中 常数 e > 0 可 以 选择 任意 小 . 

为 了 证 明 这 个 论断 , 我 们 指出 , 每 一 个 向 量 y e R" 可 唯一 表示 为 形式 y = w+v， 
其 中 weEL,ue2ss. 在 (u,v) 坐标 下 将 系统 (2.3.1) 写 为 


岂 一 Aiu, 
v= A2zv, 
其 中 谱 41 = {1,… ,Am}, 谱 42 = {Xm+1,… , An}. 系统 的 通 解 是 
ult) = ethtuo, v(t) = e4atuo. (2.3.25) 


按照 引 理 2.1 ( 见 (2.3.18), (2.3.17)), 对 正 数 上 由 (2.3.25) 有 


uO ecee 人 -euoll， 


les ee Mmrte)tllvoll, 


其 中 < 可 通过 在 E+ 和 Es* 中 适当 选取 基 而 任意 小 . 因此 我 们 可 以 得 到 下 面 的 不 等 
式 
va) lwo < llvollllwa) ll, (2.3.26) 


其 中 > > 1. 从 (2.3.26) 看 出 , 如 果 jjwoll 关 0, 则 任何 轨 线 趋 于 O 时 切 于 主子 空间 
~ 一 0. 

当 m= 1 时 , 即 和 1 是 实数 且 Re Xi < Xi (i = 2,… ,n), 主子 空间 是 直线 . 这 样 
的 平衡 态 称 为 稳定 结 点 ( 见 图 2.2.8, 图 2.2.9). 

当 m=2 且 和 z= 一 p 土 iw,p > 0,w 关 0 时 ,对 应 的 平衡 态 称 为 稳定 焦点 . 这 里 
主子 空间 是 二 维 的 , 所 有 不 属于 Es 的 轨 线 围绕 O 呈 盘 旋 形 状 , 见 图 2.2.10. 

对 于 不 稳定 的 情形 , 此 时 Re Xi > 0 (i = 1,… ,n), 通过 改变 时 间 方 向 t+ 一 一 t 
就 化 为 前 一 情形 . 因此 对 解 有 估计 : 


yg< eyoll 对 t<0, (2.3.27) 


其 中 入 是 满足 Re Xi > 和 的 任意 正常 数 . 由 (2.3.27), 当 t 一 -oo 时 所 有 轨 线 都 指数 
式 趋 于 O. 这 样 的 平衡 态 称 为 指数 式 完全 不 稳定 平衡 态 . 

这 里 主子 空间 和 非 主 子 空间 的 定义 方式 与 稳定 平衡 态 的 情形 相同 (但 对 t 一 
一 00). 当主 子 空间 是 一 维 时 , 平衡 态 称 为 不 稳定 结 点 . 当主 子 空间 是 二 维 且 一 对 共 恩 
复 指数 最 靠近 虚 轴 时 , 这 样 的 平衡 态 称 为 不 稳定 焦点 . 
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现在 , 令 上 个 特征 指数 位 于 虚 轴 的 左边 , (n 一 ) 个 特征 指数 位 于 虚 轴 的 右边 , 即 
Re 和 ;< 0(i=1,… ,kk) 以 及 Re 和 Aj; > 0 (7 = 上 上 +1,… ,n), 其 中 六 0,n. 这 样 的 平 
衡 态 是 鞍点 型 平衡 态 . 

变量 的 非 奇 异 线性 变换 将 系统 (2.3.1) 化 为 


= A-u, 


2.3.28 
v= Atyv, ( ) 


其 中 谱 4- = {Aa…: ;入 k}, 谱 AT 一 {Ak+1，…: py UE Rk,v € R"™—*, 系统 的 通 解 
是 


ult) = e4 tuo, w(t) = 24too. (2.3.29) 


按照 引 理 2.1, 对 变量 w 和 w 分 别 有 类 似 于 (2.3.24) 和 (2.3.27) 的 估计 成 立 , 即 
从 稳定 不 变 子 空间 £* : v = 0 出 发 的 所 有 轨 线 当 t -+oo 时 指数 式 趋 于 O, 从 不 稳 
定 不 变 子 空间 2" : v = 0 出 发 的 任何 轨 线 当 t 一 -co 时 都 指数 式 地 趋 于 O. 在 鞍点 
邻近 的 轨 线 在 接近 鞍点 之 后 离开 鞍点 . 


2.3.1 鞍 - 焦点 (2,2) 在 R3 中 的 伪 投影 . 稳定 和 不 稳定 不 变 子 空间 都 是 二 维 的 . 


因此 , 在 5。 上 系统 的 鞍点 是 稳定 平衡 态 , 而 在 £* 上 的 是 完全 不 稳定 平衡 态 . 此 
外 , 稳定 主子 空间 , 不 稳定 主子 空间 E55, gw 以 及 相应 的 非 主子 空间 gss 和 gwu 分 
别 可 在 子 空间 Es 和 Ev 内 定义 . 我 们 称 直 和 E635 = Es @ E*r 为 扩展 稳定 不 变 子 空 
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间 , E*”= E* @ Es*7 为 扩展 不 稳定 不 变 子 空间 . 不 变 子 空间 EL = Es5 门 EuB 称 为 主 
鞍点 子 空间 . 

如 果 点 O 在 2* 和 E* 中 都 是 结 点 , 这 样 的 平衡 态 称 为 鞍点 . 因此, Es5 和 2 
的 维 数 都 等 于 1. 

当 点 O 在 至 少 两 个 子 空间 £* 和 E* 的 一 个 是 焦点 时 , 称 O 为 鞍 - 焦点 . 按照 
稳定 和 不 稳定 主子 空间 的 维 数 , 我 们 可 以 定义 三 类 鞍 - 焦点 , 即 : 


e。 鞍 - 焦点 (2,1) 一 一 在 6s 上 是 焦点 , 在 E+ 上 是 结 点 . 
。 鞍 一 焦点 (1,2) 一 一 在 52*。 上 是 结 点 , 在 E+ 上 是 焦点 . 
。 鞍 - 焦点 (2,2) 一 一 在 6: 和 Ex 上 都 是 焦点 . 


三 维 鞍点 以 及 鞍 - 焦点 (2,1) 和 (1,2) 的 两 个 类 型 的 相 图 如 图 2.2.11 一 图 2.2.14 
所 示 , 四 维 鞍 - 焦点 (2,2) 的 相 图 表示 在 图 2.3.1 中 . 


2.4 ”鞍点 平衡 态 附 近 线性 系统 的 轨 线 性 态 


上 几 节 考虑 的 理论 足够 解决 下 面 的 重要 问题 . 设 线性 系统 有 鞍点 型 结构 稳定 平 
衡 态 0. 在 O 的 稳定 不 变 子 空 间 2* 内 选取 一 点 M+, 在 它 的 不 稳定 子 空间 E* 内 选 
取 一 点 M-. 围绕 点 M+ 取 小 邻 域 V+, 点 M- 取 的 小 邻 域 V-. 我 们 问 在 V+ 内 是 
否 存在 点 , 其 轨 线 能 到 达 V-, 这 样 的 点 集 是 如 何 组 成 的 以 及 由 连接 V+ 和 V- 的 轨 
线 定义 的 映射 具有 什么 性 质 ? 

这 个 问题 纯粹 是 线性 化 系统 的 几何 问题 . 但 是 , 我 们 指出 , 这 个 问题 几乎 与 在 混 
沌 系统 中 鞍点 平衡 态 附 近 轨 线性 态 的 问题 等 同 . 

我 们 首先 考虑 三 维 的 例子 ， 设 点 O 是 鞍点 , 即 它 的 两 个 主 特征 指数 都 是 实数 . 
为 确定 起 见 , 假设 稳定 子 空间 是 二 维 的 , 不 稳定 子 空间 是 一 维 的 . 于 是 系统 可 以 写 为 


二 一 入 17， 
全 二 一 入 2 也 ， 
y = YY, 


其 中 0 < Xi < X2,Y > 0. 现在 不 稳定 子 空间 Er 与 y 轴 重 合 , 稳定 子 空间 Es 是 
(z,u) - 平面 . v 轴 是 非 主子 空间 25s*, z 轴 是 主子 空间 Es7. 扩展 不 稳定 子 空间 E52 
是 (z,y) -平面 , 扩展 稳定 子 空间 £33 是 整个 空间 R3. 

系统 的 通 解 是 


z(t) = e—\tyo, 
u(t) = e-*2two, 


y(t) = eY'yo. 
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在 E&* 内 我 们 选择 不 在 £3* 中 的 点 M+(z+,wut,y = 0), 即 有 z+ 关 0. 不 失 一 
般 性 , 假设 z+ > 0. 选择 小 & > 0, 并 在 点 M+ 处 构造 一 个 小 长 方形 I 
Z ,lu 一 uf| <e,ly| < e}. 在 II* 上 的 坐标 是 (w,y). 稳定 子 空间 与 TI+ 的 交 y 二 0 
把 [IT 划分 成 两 个 子 部 分 . 选择 y > 0 这 部 分 (图 2.4.1 中 阴影 区 域 ), 并 跟随 从 其 上 
每 一 点 开始 的 轨 线 . 


2.4.1 ”鞍点 附近 的 轨 线 . 长 方形 TI+ 的 像 是 TI- 上 的 曲线 三 角形 , 它 切 于 扩展 不 稳定 子 空间 
EvE. 稳定 子 空间 85s 在 TI+ 上 的 交 映 为 点 M-. 


对 某 个 5 > 0 考虑 鞍点 的 邻 域 D5 : {|z| < 5ju| < 避 ly| < 6). 从 任何 点 M(z = 
zt,w,y > 0) e [I 出 发 的 轨 线 当 t 一 +oo 时 都 离开 Us, 在 点 履 (z,y = 6) 处 穿 过 
IT : {y = 5}, 它 的 坐标 由 下 面 公式 给 出 


B=e Mirt, d=e Mv, (2.4.1) 
6=eYy. (2.4.2) 
求解 (2.4.2), 我 们 得 到 从 TI* 到 TI- 的 飞行 时 间 
二 
7 3 


将 后 者 代 人 (2.4.1) 得 到 用 点 M 的 坐标 表达 点 M 的 坐标 的 表达 式 


(2.4.3) 


2.4 ”鞍点 平衡 态 附近 线性 系统 的 轨 线 性 态 “ 35. 


其 中 v= ,0 六 > 1. 显然 , 可 从 这 个 公式 得 知 映射 M ，， 帮 关于 非 主 华 标 
压缩 , 只 要 y 足够 小 . 此 外 , 当 y +0 ( 即 点 M 趋 于 8*) 时 压缩 变 得 无 穷 强 

沿 着 系统 的 轨 线 , 映射 (2.4.3) 将 长 方形 TT+ 的 上 面部 分 映 为 J- 上 的 曲线 模 : 
2 十 土 E 
(zr)e 
这 个 横 与 点 M-(z = 0,&= 0,5=5) = 了- 门 E* 相连 接 . 由 于 a > 1， C12 关 oo ( 因 
为 z+ #0), 机 与 扩展 不 稳定 子 空间 EuB ; & 二 0 在 点 M- 处 相 接触 如 图 2.4.1 所 

2。 是 一 维 而 E+ 是 二 维 的 情况 可 以 由 时 间 反 向 化 为 上 面 考虑 过 的 情形 ， 因 此 ， 
如 果 我 们 选择 点 M+ e Er 和 M- e Ex\Ew, 并 构造 两 个 横 蕉 长 方形 TI+ 和 了]-， 
IT+ 上 的 其 轨 线 到 达 IT- 的 点 的 集合 也 构成 如 (2.4.4) 的 曲线 枫 , 它 在 T[- 上 的 像 是 
II \E* 的 两 个 分 枝 之 一 , 如 图 2.4.2 所 示 ， 


C23* S&S Oz, C2= (2.4.4) 


2.4.2 ”这 个 鞍点 附近 轨 线 的 性 态 是 与 图 2.4.1 的 描述 相反 的 情形 . 
当 O 是 鞍 - 焦点 (2,1) 时 ( 见 图 2.4.3), 系统 可 以 表示 为 


爷 一 一 DT 一 WU 
也 一 7 一 pu (2.4.5) 
y= YYy, 


其 中 p > 0,w > 0,7Y > 0. 这 里 通 解 是 
X(t) = ert(zocos(wt) — uo sin(wt)), 
u(t) = ert(zo sin(wt) + wo cos(wt)), (2.4.6) 
y(t) = eY’yo. 
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图 2.4.3” 鞍 -焦点 (2,1) 附近 的 映射 . [IT+ 上 的 斑马 形 沿 着 轨 线 映 到 两 条 围绕 点 M- 的 螺 线 的 内 
部 , 其 中 M- 是 ss 和 TI+ 的 交 的 像 .2 


我 们 在 Es\O 上 任意 选取 点 M+(z+,wut,y = 0)， 由 坐标 系 的 旋转 总 可 以 假设 
ut 二 0, 因此 公式 (2.4.5) 和 (2.4.6) 保持 不 变 . 通过 点 MT+ 我 们 构造 一 个 长 方形 
[+ = {4 =0,lz— z+| < ,ly| < e}. 由 于 导数 评 在 M+ 处 不 为 零 , 由 连续 性 它 在 
MT+ 的 小 邻 域内 不 为 零 . 因此 从 [IT 出 发 的 轨 线 必须 与 TT!+ 横 截 相交 . 

从 IT mtfy > 0} 出 发 的 轨 线 离开 鞍 - 焦点 的 邻 域 , 并 通过 平面 TI- :y = 6. 在 
这 一 情形 从 IT 六 mnfy > 0} 到 ”的 映射 可 用 公式 

= Ze ?tcos(wt), 


I 
五 二 Ze ?tsin(wt), 
0 


或 者 


2 注 . 我 们 必须 指出 , 公式 (2.4.5) 是 对 截面 II+ 沿 着 > 轴 但 不 与 它 横 截 是 定向 的 情形 下 推导 
的 . 
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表示 , 其 中 v= p/y. 在 IT- 上 引入 极 坐标 去 = Fcos(5) 和 五 = Fsin(5), 这 个 映射 可 


以 写 为 
-9 
$=-FIn(#) + yo 
其 中 
0， 如 果 z+ > 0， 
T， 如 果 z+ <0 


长 方形 IT” 是 由 直线 段 > = z+ +e 和 z= z+ -< 所 围 . 于 是 [I+ 在 II 上 的 像 是 
由 一 对 对 数 螺 线 


(|z+| 一 e)es (ro-5) ix (|z+| + e)es (Po) 


所 围 , 这 对 螺 线 围绕 点 M- = TI 门 Er 旋转 , 如 图 2.4.3 所 示 . 
通过 逆转 时 间 方向 可 容易 地 将 上 面 的 结果 转换 到 鞍 - 焦点 (1,2) 的 情况 . 
接 下 来 我 们 考虑 鞍 - 焦点 (2,2). 系统 这 时 可 写 为 下 面 的 形式 : 
£1 一 一 D1Z1 一 w172， 
2Za2 一 一 DlZ2 十 WwW101) 
Y1 = 0221 一 w282， 
32 = p2y2 十 w291， 


其 中 pl > 0,wl > 0, pz > 0,w2 > 0. 通 解 是 
Z1 = € Pit(z10 cos(wlt) 一 za2o sin(w1t)), 
ZT2 一 e Pit(z10 sin(wit) + x20 cos(wit)), 
2 (zx10 sin(w1it) y (w1t)) (2.4.7) 
Y1 = ef2t(y10 cos(w2t) 一 yao sin(w2t)), 


22 = er?t (yi0 sin(w2t) 十 yao cos(w2t)). 


沿 着 系统 的 轨 线 由 IT = {zz2 = 0,|zi 一 zt| < es, ly|<s, lp <e} 到 I[ ”= {jz = 
0, | 太一 yi | < s, |z1| < 8, |z2| < e} 的 映射 工 由 下 面 公式 给 出 : 
ZL1 = Zl1e Pt cos(wit), 
(2.4.8) 


元 2 一 Tie-Pt sin(w1t), 
Y1 一 页 epPat cos(w2t), (2.4.9) 

y2 = —he™ ?2t sin(w2t). 
为 了 寻找 映射 7 的 定义 域 D, 直接 利用 (2.4.8) 和 (2.4.9) 比 通过 (yyo) 表示 
飞行 时 间 + 更 方便 . 如 果 我 们 任意 选择 满足 lz: - 直 | < 的 m 和 满足 砚 - 好 | <。 
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的 页 以 及 充分 大 的 t, 则 公式 (2.4.8) 和 (2.4.9) 给 出 值 531, 52,y1,yz, 使 得 从 TI+ 的 
点 M = (z1,0,yi, 名 ) 出 发 的 轨 线 与 本 - 相交 于 点 政 = (元 ,元 2, 克 ,0). 区 域 D 是 由 
所 有 这 样 的 点 M 组 成 , 其 zi - 坐标 位 于 区 间 jzl - z+| < e 内 , 而 ys - 坐标 可 通 
过 适当 选取 页 和 + 上 后 由 (2.4.9) 确定 . 

由 (2.4.9), 当 t 变化 而 z; 和 页 保持 固定 时 , 点 (y, wz) 描绘 出 一 条 对 数 螺 线 . 
这 意味 着 集合 DD 沿 着 zi - 方向 以 旋 轮 线形 状 伸展 , 并 沿 着 (y1,y2) - 坐标 盘旋 .万 
在 I[- 中 的 像 有 类 似 的 形状 , 见 图 2.4.4. 


图 2.4.4 鞍 - 焦点 (2,2) 附近 的 映射 . 内 容 见 正文 . 
在 高 维 情形 , 系统 在 鞍点 附近 表示 为 下 面 形式 : 


t=A7rz, y= Aty, 


= Bu, v= Btyv, 


其 中 z 和 yy 是 主 变 量 , v 和 w 是 非 主 变量 . 矩阵 4- 的 谱 位 于 复 平面 的 直线 Rez = 
一 入 < 0 上, 和 矩阵 4+ 的 谱 位 于 直线 Rez = YY > 0 上 . 矩阵 B- 的 特征 值 的 实 部 严格 
小 于 某 个 -入 < 一 和 , 而 矩阵 B+ 的 特征 值 的 实 部 严格 大 于 某 个 了 > 六 


2.4 ”鞍点 平衡 态 附近 线性 系统 的 轨 线 性 态 .39 ， 


因此 , 2* 是 子 空 间 (y = 0,v = 0); 

E (2 0u=0)， 

<cs (=0,y=0uv=0)， 

ET : (w=0,y= 0,v= 0), 

EW (5 =0,u= 0,y= 0), 

Er: (z=0,u=0,v=0), 

£55: (v=0), 

EF : (u = 0), 

Er : (wu = 0,v= 0). 

我 们 选取 某 个 点 M+(z = zt,u = ut,y = 0,v = 0) e Er\E*w 和 点 M-(z = 
0,w=0,y= 久 ,v=v-) EE*\E™™*,|zt 取 0, 上 yl| 才 0. 沿 着 系统 的 轨 线 从 M+ 的 < 
邻 域 到 M- 的 < 邻 域 的 映射 是 

二 At (2.4.10) 


d=e? ty, 万 = 一 e3 ty, (2.4.11) 
其 中 上 是 飞行 时 间 . 
因为 主 坐 标 方程 (2.4.10) 和 非 主 坐标 方程 (2.4.11) 互相 独立 , 这 个 映射 对 主 坐 
标的 作用 与 上 面 的 例子 相同 . 由 引 理 2.1, 从 (2.4.10) 得 
llyll = Ile- ty) > et+ (yo. ), 


只 要 _ 

证 

y+ ly 

我 们 观察 到 (通过 固定 两 个 邻 域 的 大 小 ) 当 y 一 0 时 , 与 inllyl| 成 比例 的 飞行 时 间 t 
趋 于 无 穷 . 此 外 , 由 引 理 2.1, 下 面 的 估计 成 立 

| 本 | < le2 引 all se 站 llal， 

llvll < lle-®7 dllall < elall, 
由 此 得 知 , 这 个 映射 沿 着 非 主 稳定 方向 是 强压 缩 , 沿 着 非 主 不 稳定 方向 是 强 伸 长 , 只 
要 |lyl| 充分 小 . 事实 上 , 从 公式 (2.4.10) 以 及 (2.4.11) 得 


(lutl + e) 


入 

TI 用 < 元 || ca 一 -一 一 一 一 一 一 EL 

eal 天 | 》 C1 (llz+t|| ES e)™ ? Ql > 3 
(lvll+e) 9 

Ee Eo EE td ee 
[ol < Gal G2 = Ht a= 
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由 于 jz*| 关 0, |y | 关 0, 可 得 C1,2 了 co, 因此 映射 (z,y,w,v) 一 (元 刺 到 本 的 定义 
域 位 于 与 扩展 稳定 子 空间 E*B 相 切 于 点 M+ 的 攀 内 , 映射 的 值 域 位 于 与 扩展 不 稳定 
子 空间 Ev 相 切 于 点 M- 的 槐 内 . 图 2.4.5 一 图 2.4.8 显示 了 这 个 映射 对 于 四 维 鞍点 


和 鞍 - 焦点 (2,1) 的 作用 . 


图 2.4.5 ”Rs 中 鞍点 附近 的 映射 . 点 O 有 两 个 特征 值 具有 正 实 部 , 两 个 特征 值 具有 负 实 部 , 即 鞍 
点 有 一 个 二 维稳 定子 空间 和 一 个 二 维 不 稳定 子 空间 ， 


图 2.4.6 ”RR4 中 鞍点 附近 的 映射 . 点 O 是 鞍点 , 它 有 一 个 三 维稳 定子 空间 £s 和 一 个 一 维 不 稳定 
子 空间 EY. 
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图 2.4.7 ” 沿 着 经 过 鞍 - 焦点 (2,1) 的 轨 线 的 映射 . 映射 之 间 的 区 别 在 于 稳定 和 不 稳定 子 空间 的 维 
数 . 参见 特征 值 的 位 置 . 


图 2.4.8 ” 沿 着 经 过 鞍 - 焦点 (2,1) 的 轨 线 的 映射 . 映射 之 间 的 区 别 在 于 稳定 和 不 稳定 子 空间 的 维 
数 . 参见 特征 值 的 位 置 
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对 比 线性 化 系统 


y= Ay (2.5.1) 
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和 它 原来 的 非 线性 系统 
y= Ay + g(y), (2.5.2) 

积分 后 者 一 般 来 说 是 个 不 现实 的 问题 . 这 引出 一 个 首先 由 Poincaré 和 Lyapunov 提 
出 的 非常 自然 的 问题 : 在 什么 条 件 下 系统 (2.5.2) 在 平衡 态 附近 的 轨 线 相似 于 线性 化 
系统 (2.5.1) 的 轨 线 ? 

回答 这 个 问题 估计 要 依赖 于 对 “相似 性 态 ” 的 理解 . 读者 应 该 明白 对 这 个 问题 
的 古典 理解 与 现代 人 的 观点 有 明显 的 不 同 . 

按照 现代 人 的 术语 , 如 果 两 个 系统 拓扑 等 价 就 称 它们 有 等 同 的 性 态 . 


定义 2.2 ”两 个 分 别 定 义 在 区 域 D; 和 Ds 内 的 n 维系 统 
y=Y(y) 和 y= Y(y) 
称 为 在 子 区 域 0 S Di 和 Us。 Cc Dz 内 是 拓扑 等 价 的 , 如 果 存 在 同 胚 
7:U1 = U2, 


将 第 一 个 系统 的 轨 线 ( 半 轨 线 , 一 段 轨 线 ) 映 为 第 二 个 系统 的 轨 线 ( 半 轨 线 , 一 段 轨 
线 ), 且 保 持 定 向 (运动 方向 ). 

我 们 也 必须 强调 指出 , 如 果 至 少 存在 一 个 特征 指数 在 虚 轴 上 , 那么 原来 的 非 线 
性 系统 与 它 在 平衡 态 的 线性 化 系统 的 等 价 性 问题 是 无 意义 的 . 就 是 说 , 若 平衡 态 是 
结构 不 稳定 的 , 则 我 们 不 能 期 望 两 个 系统 之 间 的 拓扑 等 价 性 .对 平面 情形 下 面 的 两 
个 例子 就 说 明 这 一 点 . 

第 一 个 例子 处 理 一 对 纯 虚 的 特征 指数 At = +iw,w > 0. 考虑 非 线性 系统 


j= —wy + g(r,Y), 
Y= wr + g2(T,Yy), 


其 中 假定 函数 9 和 9 连同 它们 的 一 阶 导 数 在 原点 为 零 . 相应 线性 化 系统 的 通 解 为 


T= Tocos(wt) — yo sin(wt), 


(2.5.3) 


y = yo cos(wt) + zo sin(wt). 


这 里 , 相 轨 线 是 围绕 原点 的 闭 曲线 (同心 圆 ) (图 2.5.1). 这 样 的 平衡 态 称 为 中 心 . 

非 线 性 系统 的 相 轨 线 一 般 很 不 同 . 例如 ,如 果 我 们 假设 gm = -zx(z? + 妇 ) 和 
9g2 二 一 y(Z2 十 办), 则 方程 (2.5.3) 的 下 面 的 通 解 可 容易 地 写 为 极 坐标 形式 

1 

和 2t+ro” 
这 时 , 所 有 的 轨 线 都 是 围绕 原点 的 螺 线 , 如 图 2.5.2 所 示 . 显然 , 在 两 个 平衡 态 的 任何 
小 邻 域内 不 存在 同 胚 , 将 这 个 系统 的 轨 线 映 为 线性 化 系统 的 轨 线 (因为 同 胚 映 闭 曲 
线 为 闭 曲 线 ). 因此 , 我 们 的 系统 不 拓扑 等 价 于 它 的 线性 化 系统 . 


一 wt 十 %o. 
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oC 
了 
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图 2.5.1 ”中心 . 这 里 的 每 一 条 轨 线 是 “ 逆 时 针 方 向 ” 的 同心 圆 . 


图 2.5.2 ”由 于 非 线性 原因 改变 了 中 心 附近 轨 线 的 性 态 . 它们 是 围绕 O 的 螺 线 . 


关于 第 二 个 例子 , 设 一 个 特征 指数 Xi 等 于 零 , 另外 一 个 Xa = -和 < 0. 这 个 系 
统 可 以 写 为 
了 一 91(z， y), 
y= —X + 92(7,Y), 


其 中 函数 g 和 9 及 其 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 线性 化 系统 的 解 是 


(2.5.4) 


一 入 t 
=Xo, 1 三 Vo. 


相 图 如 图 2.5.3 所 示 . 整个 x 轴 由 线性 化 系统 的 平衡 态 所 组 成 , 每 个 平衡 态 只 吸引 一 
对 轨 线 . 显然 非 线性 系统 仅 对 非常 特殊 的 函数 gl 和 9 才 可 能 保持 平衡 态 的 连续 统 ， 
因此 原 系统 与 线性 化 系统 之 间 的 拓扑 等 价 性 在 这 里 简直 没有 指望 . 
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图 2.5.3 ”z 轴 上 的 每 一 点 都 是 稳定 平衡 态 . 每 一 个 平衡 态 都 吸引 一 对 轨 线 . 


图 2.5.4 显示 当 9 = z2,9g = 0 时 的 相 图 . 我 们 可 以 看 出 这 两 个 局 部 的 相 图 没 
有 一 点 共同 之 处 . 图 2.5.4 中 的 平衡 态 称 为 鞍 - 结 点 . 


>》 


图 2.5.4 贰 - 结 点 型 的 结构 不 稳定 点 . 点 O 在 “ 结 点 ”区 域 (x < 0) 稳定 , 但 在 “鞍点 ”区 域 
(z > 0) 不 稳定 . 


结构 稳定 平衡 态 的 拓扑 分 类 问题 由 下 面 的 定理 解决 : 


定理 2.1 (Grobman-Hartman) ” 设 O 是 结构 稳定 平衡 态 . 则 存在 O 的 邻 域 
Ui 和 Uo, 在 其 中 原 系统 和 线性 化 系统 拓扑 等 价 . 


注意 , 这 时 非 线性 系统 (2.5.2) 的 平衡 态 称 为 是 局 部 拓扑 等 价 于 它 的 线性 部 分 
(2.5.1) 的 平衡 态 . 
进一步 我 们 提出 线性 系统 之 间 的 拓扑 等 价 性 问题 . 当 & 个 特征 指数 位 于 虚 轴 
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的 左边 ，(n 一 ) 个 特征 指数 位 于 虚 轴 右边 时 ,赋予 结 构 稳 定 平衡 态 的 拓扑 类 型 为 
(k,n — k). 
定理 2.2 具有 相同 类 型 平衡 态 的 线性 系统 是 拓扑 等 价 的 . 


这 个 定理 的 证 明 可 通过 构造 一 个 同 胚 7 : R" r* Rn 来 得 到 , 而 同 胚 可 能 是 明显 
的 . 例如 , 考虑 两 个 线性 系统 , 第 一 个 的 原点 是 焦点 


= 一 Zz 十 yy, 


a (2.5.5) 
第 二 个 的 原点 是 结 点 


(2.5.6) 


两 个 系统 拓扑 等 价 , 因为 同 胚 
(Zz,Yy) (Tcos(T)+y sin(T), 妇 cos(T) — zsin(7)) 


映 (2.5.6) 的 轨 线 为 (2.5.5) 的 轨 线 , 其 中 7(z,y) = 一下 二 引 . 

从 定理 2.1 和 定理 2.2 可 直接 得 知 一 个 非常 重要 的 结论 , 即 ”维系 统 只 能 有 
(n 十 1) 个 不 同 拓扑 类 型 的 结构 稳定 平衡 态 

特别 , 任何 具有 类 型 (k,m ~ k) 的 结构 稳定 平衡 态 的 系统 都 局 部 拓扑 等 价 于 系统 


j= Akz, (2.5.7) 


和 一 上 0 ， 
0 Tn—k 


这 里 表示 i 维 恒 同 矩阵 . 如 果 我 们 假设 z = 的 ) 其 中 ecReuecRn-e 那么 系 
统 (2.5.7) 可 表示 为 


其 中 和 矩阵 


Ee (2.5.8) 
三 VU. 


(2.5.8) 的 解 是 
ut) = ertvo, w(t) = eln-rtvo. (2.5.9) 
在 上 =n 的 情形 , 系统 (2.5.9) 的 所 有 轨 线 当 上 一 +oo 时 趋 于 在 原点 的 平衡 态 . 
因此 , 由 定理 2.1 和 定理 2.2, 从 非 线 性 系统 (n,0) 类 型 的 平衡 态 的 充分 小 邻 域内 出 
发 的 任何 轨 线 , 当 t 一 +eo 时 也 趋 于 平衡 态 . 这 样 的 平衡 态 称 为 稳定 拓扑 结 点 或 者 
汇 . 注意 , 由 定理 2.2, 上 一 节 我 们 考虑 的 n 维稳 定 焦 点 和 稳定 结 点 是 拓扑 等 价 的 , 因 
此 它们 都 是 稳定 汇 . 
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对 类 型 为 (0,n) 的 平衡 态 0, 从 O 的 小 邻 域内 出 发 的 任何 轨 线 当 + _，_co 时 都 
趋 于 O. 当 t 一 +oo 时 任何 轨 线 除了 O 都 离开 这 个 邻 域 . 这 样 的 平衡 态 称 为 不 稳定 
拓扑 结 点 或 者 源 . 

我 们 称 余 下 的 结构 稳定 平衡 态 为 拓扑 鞍点 . 由 Grobman-Hartman 定理 , 原来 的 
非 线 性 系统 的 拓扑 鞍点 有 维和 (n - 如 维 的 局 部 稳定 流 形 Wis。 和 局 部 不 稳定 流 
形 Wit.. 就 是 说 , 如 果 h 是 局 部 同 胚 , 它 将 线性 化 系统 的 轨 线 映 为 非 线 性 系统 的 轨 
线 (由 定理 2.1, 这 样 的 同 胚 是 存在 的 ), 于 是 线性 化 系统 的 稳定 和 不 稳定 不 变 子 空间 
的 像 hEs 和 he* 刚好 是 稳定 和 不 稳定 流 形 . 如 同 在 线性 情形 , 从 Wis、 中 任何 点 出 
发 的 正 半 轨 线 整 个 地 位 于 Wis。 内 , 且 当 + 一 +eo 时 趋 于 0. 类 似 地 , 从 We。 的 任 
何 点 出 发 的 负 半 轨 线 整个 地 位 于 Hi。 内 , 且 当 t 一 -oo 时 趋 于 O. 从 WUW 
外 面 的 点 出 发 的 轨 线 当 t 一 ce 时 离开 鞍点 的 任何 邻 域 . 流 形 Wis。 和 Wu 都 是 不 
变 流 形 , 即 它们 是 由 整 条 轨 线 组 成 (直到 它们 离开 拓扑 鞍点 的 某 个 邻 域 ). 

显然 , 如 果 两 个 系统 Xi 和 X2 拓扑 等 价 , 建立 这 个 拓扑 等 价 性 的 同 胚 映 系 统 
Xi 的 平衡 态 为 系统 X2 的 平衡 态 . 如 果 O1 是 系统 Xi 的 平衡 态 , 0。 是 oO 在 同 胚 
下 的 像 , 则 当 t 一 +oo 时 (或 者 + 一 -oo) 渐 近 于 O 的 轨 线 映 为 t 一 +o0(t 一 一 co) 
时 渐 近 于 O。 的 轨 线 . 因此 , 局 部 拓扑 等 价 的 鞍点 的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 的 维 数 是 相 
同 的 . 由 此 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 2.3 ”两 个 结构 稳定 平衡 态 是 局 部 拓扑 等 价 的 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 拓 
扑 类 型 . 

用 拓扑 方法 很 好 地 解决 了 结构 稳定 平衡 态 的 分 类 问题 . 但 是 , 它 没有 提供 许多 重 
要 问题 的 答案 , 例如 平衡 态 收敛 性 的 指数 速率 问题 , 收敛 性 的 特征 (单调 或 者 振动 ) 
问题 以 及 不 变 流 形 的 光滑 性 问题 等 . 在 平衡 态 附 近 轨 线性 态 的 这 些 详细 细节 ( 即 由 
局 部 同 胚 不 可 区 分 的 细节 ) 在 各 种 不 同 的 同 宿 分 支 的 研究 中 相当 重要 , 它们 在 具有 
复杂 动力 学 的 动力 系统 中 起 着 主要 作用 . 


2.6 ”稳定 平衡 态 . 主流 形 与 非 主流 形 


设 Cr (r > 1) 类 光滑 的 n 维系 统 在 原点 有 结构 稳定 平衡 态 O. 在 O 附近 系统 
写 为 形式 
y = Ay +h(y), (2.6.1) 


其 中 4 是 (n x n) 常数 矩阵 , 它 的 谱 ( 即 4 的 所 有 特征 值 的 集合 ) 位 于 复 平面 的 虚 
轴 之 外 ,hh : Rn 一 Rn 是 Cr 函数 , 满足 


h(0)=0, ji(0) = 0. (2.6.2) 
设 O 是 稳定 平衡 点 , 即 所 有 n 个 特征 指数 (Xi,…… ,An) 有 负 实 部 . 对 于 线性 化 系统 
y= Ay {2.6.3) 
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的 解 , 估计 (2.3.22) 成 立 (按照 引 理 2.1), 由 此 得 知 , 任何 轨 线 都 指数 式 趋 于 原点 . 轨 
线 按 指数 式 收敛 于 平衡 态 的 这 个 性 质 对 原来 的 非 线性 系统 是 否 保持 ? 下 面 的 定理 对 
这 个 问题 给 予 了 肯定 的 回答 . 


定理 2.4 ”对 充分 小 的 5 > 0 以 及 任何 满足 lyoll < 6 的 yo, 非 线性 系统 (2.6.1) 
的 从 yo 开始 的 轨 线 y(t) 对 所 有 的 t+ > 0 满足 下 面 不 等 式 : 


Iy (WI < Cetmax Re +e)tllyo||， (2.6.4) 


其 中 正常 数 < 可 通过 减少 6 而 选择 为 无 穷 小 , C > 0 是 依赖 于 R" 的 基 的 选择 的 某 
个 因子 . 


证 明 由 (2.6.1), 给 出 范 数 的 平方 


ly)? = (y(t), y(t)), 
其 中 (.,.) 表示 R" 中 的 数量 积 , 我 们 有 
Fly = 2 人 (3(6) = 2(y, Ay) 二 20g, hy)) (2.6.5) 
将 函数 h(y) 在 O 附近 展 成 Taylor 级 数 , 我 们 有 
hly) =h(0) + (0)y + ol (2.6.6) 


由 (2.6.2) 得 到 
h(y) = ollly 由 ， 


即 给 定 < > 0, 我 们 可 以 选择 5 > 0, 使 得 对 所 有 满足 ll < 5 的 了 有 
nC < ly (2.6.7) 
对 (2.6.5) 的 第 二 项 , 我 们 从 (2.6.7) 得 估计 
[2(y, AD) 和 ell (2.6.8) 


为 了 得 到 (2.6.5) 中 右 端 的 第 一 项 2(y, 4y) 的 估计 , 类 似 于 线性 系统 解 的 佑 计 ( 引 理 
2.1), 我 们 选择 Jordan 基 . 在 给 定 的 基 下 和 矩阵 4 由 公式 (2.3.5) 一 (2.3.7), (2.3.10) 和 
(2.3.11) 给 定 . 此 外 , 我 们 将 选择 基 使 得 (2.3.11) 中 的 非 零 值 5; 等 于 e/2. 当 Xi 为 实 
数 旦 是 单 的 时 , 向 量 z = 4y 的 分 量 有 


Zi = 和 ii (2.6.9) 
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或 者 当 Xi, Xi+l 是 一 对 复 共 轿 特征 指数 时 有 


zi = Yi Re Mi — Vit Im Xi, 


(2.6.10) 
Zitl = Yitl Re Mi + yim Ai, 
或 者 当 和 i41 =… = 和 i+k 是 上 重 指数 (其 中 6 = 0) 时 , 有 
Zitj = MriYiti + OYiti+1’7 = 1,..* ,k, (2.6.11) 
或 者 当 和 iti = A 和 its = … = Xp Ait2 二 Xi 二 … 二 和 it2k 是 重复 共 轿 特征 
指数 时 , 有 
Zit2j—1 = Yit2j-1 Re Mit1 — Yit2; Im Ai+l + OjYit2i+1 
Zi+27 = Yit+2; Re 和 Xi+l — Yit2j-1 Im 和 Xi+l 十 07Yi+27+2 (2.6.12) 
Ce 
回忆 (2.6.11) 和 (2.6.12) 中 的 量 6; 可 以 是 0 或 者 三. 
从 公式 (2.6.9) 和 (2.6.10) 得 知 , 如 果 特征 指数 是 单 的 , 则 
(y, 2) = > Re Xi. (2.6.13) 
t=l1 
在 重 特征 指数 的 情况 下 , 由 (2.6.9) 一 (2.6.12) 我 们 得 到 估计 
|(y,2) — DY Re Ail < 5 ( > ywnl+ > wa ， 
é=1 实数 Ai 一 入 ii 十 1 复数 入 ;一 入 i 十 2 
又 由 于 lyyi| < 3(o + 她) 我 们 得 到 
(2) -DRe Nl < 了 yl (2.6.14) 
由 公式 (2.6.5), (2.6.8) 和 (2.6.13) 一 (2.6.14), 对 任何 轨 线 y(t) 有 估计 
Sy < 2(maxRe At + ely 
或 者 
yO < (maxRe N+ lw, (2.6.15) 


除非 y(t) 离开 点 O 的 5 邻 域 . 由 (2.6.15), 当 t 增加 时 y(t) 的 范 数 单调 减少 , 因此 ， 
如 果 |lyol| < 6, 则 对 t > 0 有 jly(t) < 5. 从 而 , 不 等 式 (2.6.15) 对 从 点 O 的 5 邻 域 
内 出 发 的 任何 正 半 轨 线 都 成 立 . 


2.6 ”稳定 平衡 态 . 主流 形 与 非 主 流 形 .49 ， 


为 了 积分 这 个 不 等 式 , 注意 (2.6.15) 等 价 于 
(lve ne x+e9 <0 
由 此 得 知 , 当 上 增加 时 ly(b)|le-emexRe x+9 单调 碱 少 , 故 得 知 
lv le ene x+et < lo 


当 C = 1 时 这 即 是 (2.6.4)， 转 换 到 任意 基 时 得 知 (2.6.4) 中 出 现 的 系数 C 六 1( 见 
(2.3.23)). 


注 ”如果 系统 的 光滑 性 是 C? 或 更 高 , 且 如 果 最 靠近 虚 轴 的 特征 指数 是 单 的 , 则 
可 在 不 等 式 (2.6.4) 中 令 < = 0. 


事实 上 , 这 时 (2.6.5) 的 右 端的 第 一 项 有 估计 


2(y, Ay) < max(Re Ni) > 


t=1 


因此 , (2.6.15) 中 的 s 值 仅 由 不 等 式 (2.6.7) 确定 . 如 果 he C" (7 > 2) , 则 Taylor 级 
数 (2.6.6) 的 余 项 有 估计 
llyll2(max i’), 


其 中 最 大 值 是 在 O 的 6 邻 域内 取 . 由 此 可 以 选取 (2.6.7) 中 的 常数 < 使 得 满足 

e < Kllyll. 
由 于 y 指数 式 递减 , (2.6.15) 中 的 常数 可 用 依赖 于 时 间 的 函数 e(t) 代替 , 当 t 一 +oo 
时 它 至 少 指数 式 衰减 , 特别 , 积分 让 e(s)ds 有 限 . 


从 (2.6.15) 得 知 
FIn vy) < max Re Ni + elt), 


由 此 得 , 
ly 和 inllyol| + tmax Re Xi +/ e(s)ds, 
或 者 , 由 积分 的 收敛 性 得 


jn ly(DI < Inllyol| + tmax Re Xi 十 InC， 


因此 我 们 得 到 不 等 式 (2.6.4), 其 中 < = 0 
我 们 注意 到 对 he Cl, 积分 | e(s)ds 一 般 可 能 是 发 散 的 . 例如 , 在 ye Ri 的 
0 


情形 且 
ds 
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如 果 y 以 指数 式 衰减 到 堆 , 则 c(t) ~ 上 人 全 外 ~ 浙 近 的 于 零 


上 面 的 定理 断言 , 拓扑 稳定 结 点 是 指数 式 稳定 平衡 态 ， 如 同 我 们 已 经 在 2.3 节 
中 看 到 的 , 在 线性 情形 , 大 部 分 轨 线 趋 于 平衡 态 的 收敛 性 特征 和 速度 是 由 主 坐 标 确 
定 的 . 这 个 特性 对 非 线 性 情形 也 保持 . 这 里 , 非 主 子 空间 的 作用 是 由 不 变 非 主流 形 确 
定 , 不 变 非 主 流 形 在 高 维 非 线性 系统 中 的 存在 性 是 由 Petrovsky 发 现 的 . 

我 们 重 排 特征 指数 的 次 序 , 使 得 


0>Re Al>Re M2>.:.:..> Re \. 
设 前 面 m (m > 0) 个 指数 有 相同 的 实 部 
Re Ai 一 Re 入 1 (一 1 ,m) 


且 
Re Xi < Re 和 Xi (一 7 十 1 1). 


假设 m < n. 每 一 个 向 量 y 可 唯一 分 解 为 
Y=U+v, 


其 中 心 = (wi,… ,Um) 和 v= (w1,… ,vn-_m) 分 别 是 它 在 矩阵 4 的 主 特征 子 空间 EI 
和 非 主 特征 子 空间 £3 上 的 投影 . 在 这 些 新 变量 下 系统 取 形 式 


= Aiu+t flu,v), 


(2.6.16) 
v= A2v + g(u,v), 
其 中 谱 hi = {和 A,… ,Xm}, 谱 42 = {Amri,… ,Xn}, 函数 J,ge C" 且 


定义 2.3 ” 设 U 是 点 O 的 邻 域 . 集合 W CU 称 为 局 部 不 变 集 , 如 果 从 任何 点 
M e W 出 发 的 轨 线 整个 地 位 于 W 内 直到 它 离开 U. 


定理 2.5 (关于 非 主 流 形 ) ”在 平衡 态 O 的 邻 域 UV 内 , 存在 (n 一 m) 维 Cr - 
光滑 不 变 流 形 Wiss ( 非 主流 形 或 强 稳 定 流 形 ), 它 通 过 O 且 在 O 处 与 非 主子 空间 
E2 :二 0 相 切 . 从 Wiss 之 外 的 任何 一 点 yo 出 发 的 轨 线 y(t) 与 主子 空间 w=0 相 
切 地 趋 于 O. 此 外 , 对 +>0 有 


ly(b| > Ce®e Ne)tp(yo, Wiee), (2.6.18) 


其 中 p(yo, Wi&) 表示 vo 与 Wis 之 间 的 距离 . 
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反之 ,所 有 从 Wiss 出 发 的 轨 线 较 快 地 趋 于 O , 即 
Ivy < CeRe >m+i+e)tllyol. (2.6.19) 


非 主流 形 的 存在 性 和 光滑 性 的 证 明 将 在 第 5 章 中 给 出 . 现在 我 们 证 明定 理 的 第 
二 部 分 , 即 不 等 式 (2.6.18) 和 (2.6.19). 
由 于 Wiss 切 于 子 空间 wv = 0, 它 由 形 如 


u = p(v) (2.6.20) 
的 方程 定义 , 其 中 we Cr 且 
p(0) =0, wp’(0) = 0. (2.6.21) 
由 于 Wiss 是 不 变 集 , 得 知 如 果 wo = p(wvo), 则 对 上 > 0 有 w(t) = yp(v(t)), 因此 
t=9 (VV 对 w= 9(v), 
或 者 , 由 于 (2.6.16)， 
Aip(v) 十 ju) = p (v0)(A2v + g(p,»)). (2.6.22) 


引入 新 变量 


Ww = wu— yp(V), 


在 这 一 新 坐标 下 Wiss 的 方程 是 w = 0， 这 样 的 变量 变换 称 为 流 形 的 直 化 .系统 
(2.6.16) 现在 化 为 


v= A2v + g(wW + Pp(V),vV), 
= Aiw+ Aip(v) + fw + Pv), 0) — p'(v)v (2.6.23) 
= Alw+ Aip(v) + f(w + pV),0) ~ yp (v) (A2v + gw + p(v),v)). 


利用 (2.6.22), 最 后 一 个 方程 可 以 重新 写 为 
w= Awt+[f(w+p,v) — fp,0)] — pv)lg(w + pv) — 9g(p,0)), 
或 者 , 由 于 方 括号 内 的 项 当 w = 0 时 为 零 , 于 是 
w= (A1+ 9(w,v))w, (2.6.24) 


其 中 


9= | 下 fu(p(V) + sw,v)ds — p'(v) / | gu (PlV) 十 st was| ec. 
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此 外 , 由 (2.6.17) 和 (2.6.21) 有 
5(0,0) = 0. 
对 向 量 w(t) 的 范 数 , 由 (2.6.24) 有 
JO Sw = (wl0), (A + FCw, 0))w(t)). 
因为 5(0,0) = 0, 只 要 |lyol| 充分 地 小 , 有 
lo(b,5(wo)wtb)| < 31w(N. 


Es d (w, Alw) 
wW, A1W 
一 | 让 | > 


现在 按照 与 定理 2.4 的 证 明 相 同 的 步骤 , 得 到 


— 3lwl. 


全 lol > (Re A — All. (2.6.25) 
最 后 , 我 们 得 到 
lb > eGRe N=)tlwoll, 
即 (2.6.18) 成 立 . 
现在 我 们 证 明 , 如 果 初 始点 在 Wiss 的 外 面 , 相应 的 轨 线 与 主子 空间 v = 0 相 切 
地 趋 于 O. 为 此 , 我 们 考虑 值 z(t) = 人 由 关 0, 并 证 明 当 t 一 +oo 时 z(t) 一 0. 
对 dllw(t) 咱 /at 我 们 有 估计 (2.6.25). 类 似 地 , 从 (2.6.23) 可 以 得 到 


ol < (Re Ansa + ol + wl max gsll (2.6.26) 
其 中 最 大 值 是 在 点 O 的 直径 为 ly 人 | 的 邻 域内 取 . 由 此 以 及 (2.6.25) 得 

d ， 

二 i zl Ml zp lvl < < «l(t) ~ pz (2.6.27) 


其 中 必 = Re Mmii 一 Re 和 +2: >0 且 
k(t)—0 当 上 宇 一 十 oo， (2.6.28) 
由 (2.6.27) 我 们 得 到 entz(b) < ent(b)， 或 者 
z(t) < 20e- 此 十 全 | eH(t™s) ke(s)ds. 
为 了 证 明 z(t) 一 0, 我 们 必须 证 明 


t 
I(t) = 站 e-Att-s)k(s)ds 一 0 当 上 一 oo. 
0 
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对 任意 了 > 0, 我 们 可 以 写 为 


I(t) = er(t-s)k(s)ds + 1 le 
0 
因此 


T t 
I(t)}<e (/ ed] max k(s) 十 (/ ca] max r(s) 
0 s20 0 s>T 


1 1 
F< 一 At HT 
<e ne max r(s) 十 本 max r(s). (2.6.29) 


由 (2.6.28), 当 我 们 选取 充分 大 的 了 时 (2.6.29) 中 的 第 二 个 被 加 项 变 得 无 穷 小 . 
选择 充分 大 的 t, (2.6.29) 中 的 第 一 项 也 可 以 变 得 无 穷 小 . 因此 , 当 上 一 +co 时 7 一 
0. 


由 此 , 如果 wo 天 0, 则 忆 全 | 一 0 即 不 在 Wi 内 的 任意 轨 线 当 -+oo 时 与 


主子 空间 相 切 地 接触 . 特别 的 , 这 导致 Wiss 是 唯一 的 在 点 O 与 非 主子 空间 相 切 的 
m 维 光 滑 不 变 流 形 . 
为 了 对 从 Wiss 出 发 的 轨 线 证 明 估计 (2.6.19), 我 们 注意 系统 (2.6.23) 一 (2.6.24) 
在 非 主流 形 上 的 限制 为 
v= Az2v + g(p(v), 2), (2.6.30) 


点 O 是 具有 特征 指数 (Am+41,… ,和 An) 的 稳定 平衡 态 ， 因 此 ， 由 定理 2.4, 对 系统 
(2.6.30) 的 指数 估计 (2.6.19) 成 立 . 定理 证 毕 . 

还 应 该 指出 , 这 个 关于 非 主流 形 的 定理 对 系统 (2.6.30) 也 成 立 . 这 导致 从 Wiss 
出 发 的 大 部 分 轨 线 以 速率 eRe ^*mnt 趋 于 O. 其 余 较 快 趋 于 O 的 轨 线 组 成 Cr - 光 
滑 流 形 W'sss, 这 个 流 形 在 O 处 切 于 对 应 于 4 的 满足 Re Xi < Re 和 m41 的 特征 指数 
入 ; 的 特征 子 空间 . 非 主流 形 定 理 也 适用 于 在 Wisss 上 的 系统 , 等 等 . 因此 , 我 们 得 到 
非 主流 形 的 分 层 W355, Ws3, Wasss,.…. ,它们 由 趋 于 平衡 点 的 速度 不 断 增 加 的 轨 线 所 
组 成 . 

如 同 在 线性 的 情形 , 按照 主 坐标 上 系统 的 性 态 存在 两 类 基本 的 稳定 平衡 态 : 稳 
定 结 点 和 稳定 焦点 . 如 果 m = 1, 点 O 称 为 结 点 , 即 主 特征 指数 Xi 是 单 的 实数 : 


0 > 一 和 = 和 l > Re Xi (i=2,.…,n). (2.6.31) 
如 果 m = 2, 点 O 称 为 焦点 , 主 特征 指数 由 一 对 共 斩 复 数组 成 : 
0>Re 和 N=Re XM >Re 和 N (i=3,.…,n). (2.6.32) 


显然 , 如 果 点 O 是 结 点 或 焦点 , 则 对 任何 与 4 接近 的 矩阵 仍 分 别 保持 结 点 或 焦点 . 
反之 , 当 (2.6.31) 和 (2.6.32) 都 不 成 立时 , 对 和 矩阵 4 的 小 扰动 总 是 确保 这 些 关 系 至 少 
有 一 个 成 立 . 
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在 平衡 态 是 结 点 的 情形 , 非 主 流 形 是 (n - 1) 维 的 , 它 将 点 O 的 邻 域 划分 为 两 个 
部 分 . Wiss 外 的 轨 线 沿 着 两 个 相反 方向 与 w 轴 相 切 地 趋 于 O, 对 于 第 一 个 部 分 是 从 


loc 


w > 0 这 边 , 而 对 于 第 二 个 部 分 是 从 w < 0 这 边 . 对 主 坐 标 w, 方程 (2.6.24) 有 形式 


v= —Aw + o(w). (2.6.33) 


显然 从 每 一 个 部 分 出 发 的 轨 线 都 单调 地 趋 于 O ( 见 图 2.6.1 和 图 2.6.2). 


BE” 
2.6.1 ”稳定 结 点 . 存在 强 稳定 局 部 流 形 的 某 个 分 层 . 任何 轨 线 单调 地 收敛 于 结 点 O. 


图 2.6.2 ”与 图 2.6.1 相反 , 轨 线 收敛 到 结 点 的 轨迹 包含 有 振动 特性 , 即 焦点 . 


当 平衡 态 是 焦点 时 , 非 主流 形 是 (n - 2) 维 的 , 它 不 将 O 的 邻 域 划分 ， 如 果 


2.6 ”稳定 平衡 态 . 主流 形 与 非 主流 形 “55. 


A12 = 一 p 土 iw, 则 主 坐 标 方程 (2.6.24) 可 以 写 为 


Wi = (一 十 :…)aol — (w+ )w, 


(2.6.34) 
Wz 一 (一 D 十 :…)u2 十 (w+ )w, 
或 者 在 极 坐标 下 写 为 
A (2.6.35) 
op = 十 Si 
这 里 省 略 号 表示 高 阶 项 . 


从 (2.6.35) 可 看 出 趋 于 O 的 轨 线 的 运动 具有 振动 特性 . 不 在 Wiss, 内 的 轨 线 螺 
线 式 趋 于 O, 没有 任何 固定 方向 , 但 与 主 平面 v = 0 相 切 , 如 图 2.6.3 所 示 . 


图 2.6.3 ”稳定 焦点 . 


对 非 线 性 系统 的 稳定 平衡 态 , 非 主流 形 起 着 类 似 于 线性 情形 时 非 主 不 变 子 空间 
的 作用 . 回忆 在 线性 情形 平衡 点 也 有 主 不 变 子 空间 , 但 它 与 非 线性 情形 就 没有 足够 
的 类 似 . 其 区 别 在 于 , 一 般 非 线性 系统 的 主流 形 可 能 只 有 有 限 的 光滑 性 . 
例子 . 二 维系 统 
岂 王 一 人 山 )， 


a (2.6.36) 


在 原点 O 有 稳定 结 点 . 其 通 解 是 


WwW= Woe :, v=voe ?+wete 2. (2.6.37) 
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EY” 


图 2.6.4 ”只 有 非 主 局 部 流 形 Wis. 结 点 的 主 局 部 流 形 WL 不 能 唯一 确定 . 


如 果 我 们 取 两 条 轨 线 , 一 条 在 区 域 w > 0 内 , 另 一 条 在 区 域 w < 0 内 , 它们 的 并 和 0O 
组 成 的 不 变 流 形 在 O 处 切 于 主子 空间 E5, 见 图 2.6.4. 任何 这 样 的 流 形 可 以 被 认为 
是 主流 形 , 但 每 一 个 在 点 O 仅 有 Ci - 光滑 性 , 因为 由 (2.6.37) 有 


dv 2 
-一 一 e- Ge 一 Wo 十 2uot ) 
dw Wwo 


故 


d2v 2vwo 
人 
dw? weé ee 


因此 , 当 t- +oo 时 0 一 +oo. 在 一 般 情形 , 下 面 的 定理 成 立 (证 明 见 第 5 章 ) 


定理 2.6 系统 (2.6.16) 有 mm 维 不 变 主流 形 Wii, 它 在 平衡 态 O 与 子 空间 
v 一 0 相 切 , 且 它 的 光滑 性 等 于 min(r,rz) > 1, 其 中 


pi rs | (2.6.38) 


这 里 [z] 表示 严格 小 于 z 的 最 大 整数 . 
注 1 一 般 来 说 , 主流 形 不 唯一 ( 见 上 面 的 例子 ). 
注 2 由 (2.6.38) 得 知 , 当 Re 和 1 趋 于 零 时 , 主流 形 的 光滑 性 增加 到 oc. 


将 时 间 改 向 t 一 -就 可 将 Re 和 i > 0 (i = 1,… ,n) 的 情形 化 为 上 面 考虑 过 的 
情况 . 因此 下 面 的 估计 成 立 : 


yO < CetminRe Se 对 t<0. (2.6.39) 
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这 意味 着 这 样 的 平衡 态 是 指数 式 完全 不 稳定 的 . 与 稳定 平衡 态 完全 类 似 (但 对 
ti 一 -co), 可 定义 非 主流 形 Wis 和 主流 形 Wit.. 按照 轨 线 在 主 坐标 下 的 性 态 我 们 选 
入 两 类 基本 的 平衡 态 : 

一 一 当 最 靠近 虚 轴 的 特征 指数 是 实 的 且 单 时 ( 即 重 数 m = 1), 不 在 Wi 中 的 
轨 线 当 t 一 +oo 时 沿 着 与 主轴 相 切 的 两 个 相反 方向 之 一 离开 O. 这 样 的 平衡 态 称 为 
不 稳定 结 点 . 

一 一 当 一 对 单 的 共 轿 复 特征 指数 最 靠近 虚 轴 时 ， 所 有 不 在 We 中 的 轨 线 当 
t 一 十 co 时 不 以 任何 固定 方向 螺 线 式 离开 O, 但 与 主 平面 相 切 . 这 样 的 平衡 态 称 为 不 
稳定 焦点 . 
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设 结构 稳定 平衡 态 O 的 & 个 特征 指数 位 于 虚 轴 的 左边 ,(n 一 ) 个 位 于 虚 轴 的 
右边 , 即 Re Xi < 0,i=1,.…,k 和 Re MX; > 0, j= 上 二 1,… ,n, 其 中 了 0,n. 

我 们 已 经 在 2.5 节 看 到 , 这 样 的 平衡 态 有 分 别 局 部 同 胚 于 维和 (mn 一) 维 圆 
盘 的 稳定 不 变 集 Ws。 和 不 稳定 不 变 集 Wit.. 不 变 集 Wis。 和 Wi 仅 在 一 点 即 平衡 
态 O 相交 , 如 果 我 们 抛 开 O, 两 个 集 都 由 半 轨 线 组 成 : Wis。 由 正 半 轨 线 组 成 , Wit。 
由 负 半 轴线 组 成 . 

Ws。 和 Wit 沿 着 鞍点 邻 域外 的 轨 线 延 拓 , 使 我 们 得 到 平衡 态 O 的 大 范围 稳定 
不 变 流 形 Ws 和 大 范围 不 稳定 不 变 流 形 W*. 在 线性 情形 它们 刚好 是 矩阵 4 的 大 维 
和 (mn 一 k) 维 不 变 子 空间 . 在 非 线性 情形 , 流 形 Ws 和 We* 可 能 是 以 非常 复杂 的 方式 
拱 人 R”. 我 们 将 在 下 面 看 到 , Ws 和 We 在 相 空 间 中 的 相对 位 置 是 如 何 极 大 地 影响 
着 系统 的 大 范围 动力 学 . 这 就 是 这 些 流 形 的 计算 (如 果 可 能 就 分 析 计 算 , 或 者 数值 计 
算 ) 是 特殊 系统 定性 研究 的 关键 因素 的 一 个 理由 . 

我 们 必须 强调 , 从 Grobman-Hartman 定理 得 到 的 结果 还 不 能 允许 我 们 确定 Ws 
或 者 W*, 或 者 对 它们 的 光滑 性 进行 估计 . 同时 , 局 部 流 形 Ws。 和 Wi 是 有 定义 的 
光滑 对 象 . 解析 系统 中 鞍点 的 解析 不 变 流 形 的 存在 性 被 Poincaré 以 及 Lyapunov ( 借 
助 于 所 谓 条 件 稳定 性 ) 用 不 同方 法 证 明 . 对 光滑 系统 Perron 和 Hadamard 得 到 了 类 
似 的 结果 . 

线性 非 奇异 的 变量 变换 将 鞍点 平衡 态 附近 的 非 线性 系统 化 为 下 面 的 形式 : 


也 一 4 一 信 十 (uv)， 


by | 
v= Atwvw + g(u,v), ( ) 


其 中 ve R*,v Ee R"-*, 谱 4- ={N ,和 x}) 谱 4+ = {X41,… ,Mn}j ,了 和 9g 是 某 
个 Cr -光滑 (r > 1) 函数 , 它们 和 它们 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 


定理 2.7 ”结构 稳定 鞍点 O 有 Cr - 光滑 不 变 流 形 Wis。 和 Wit。 ( 见 图 2.7.1 和 
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图 2.7.2), 它们 的 方程 是 


(2.7.2) 
(2.7.3) 
图 2.7.1 “平面 上 鞍点 的 局 部 稳定 流 形 Wis。 和 局 部 不 稳定 流 形 Wise-. 
2.7.2 ”Ra 中 较 点 的 局 部 稳定 流 形 W&。 和 局 部 不 稳定 流 形 Wis。 
其 中 
%(0) =0,， Ww(0) = 0， Cat) 


of0) = 0， ww'(0) = 0. (2.7.5) 
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我 们 在 下 一 节 中 证 明 这 个 定理 . 
流 形 Wis。 和 Wi。 的 不 变性 条 件 可 表示 为 


= 当 v= Yu), 
ui=V (VV 当 u= yl»), 


AtTy(u) + gu, yp) = (uA t+ Fu,)), (2.7.6) 
4 pV)+ fp,v) = pV)(Atv + g(p,v)). (2.7.7) 


关系 式 (2.7.6) 和 (2.7.7) 给 出 了 计算 鞍点 附近 不 变 流 形 的 算法 . 首先 , 我 们 将 pg 和 
4 展开 为 具有 符号 系数 的 Taylor 级 数 , 然后 把 它们 代入 (2.7.6) 和 (2.7.7) 再 合并 同 
类 项 . 所 得 公式 允许 我 们 通过 函数 f 和 9g 的 Taylor 系数 逐个 地 确定 函数 p 和 的 
展开 式 中 的 任何 项 . 

例如 , 对 二 维 解 析 系 统 


忆 一 一 Xu 十 > Qiju'v), 
tj 之 2 
也 一 mu 十 > Bijyuiv’, 
itj>2 
方程 (2.7.6) 有 形式 
7 十 > Bisuyd? = (u)(—AMu 十 > Qiyu i). 
计 J>2 itj>2 

如 果 我 们 将 具有 未 定 系数 几 的 表达 式 

Pu) = Yar + Wa + 
代 人 这 个 方程 并 令 w? 的 系数 相等 , 得 到 

?wa 十 Doo = 一 2AyW2， 


由 此 得 到 
w2 一 __poo 
2 入 十 7 


令 ww 的 系数 相等 , 得 到 
?ws + Bao 十 Dlliya = 一 3AVWs 十 22a20， 


es _ Bs0 + Piiw2 — 2W2020 


w= 3 和 十 7 
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重复 这 个 步骤 , 逐步 求 得 函数 y 的 Taylor 展开 的 所 有 系数 . 计算 第 m 项 的 系数 的 
公式 如 下 : 

(mA + Ym = Fm(Bi, ai ,Wm_1), 


其 中 Fm 仅 依 赖 于 有 限 个 系数 a 和 6 以 及 % 表达 式 中 的 前 面 (m - 1) 个 系数 . 可 
以 证 明 当 m 增加 时 系数 ym 迅速 地 衰减 , 故 级 数 收敛 . 
按照 前 面 对 非 主流 形 使 用 的 方法 , 可 以 用 变量 变换 


§ = uy(), 
bf st, ,A pl(u), 
在 O 附近 将 W， 和 W 局 部 直 化 . 在 新 坐标 下 不 变 流 形 的 方程 变 成 
Wioe : 7 = 0, Wisce :€ =0, 


由 不 变性 得 当 7 = 0 时 六 = 0 以 及 当 上 =0 时 上 =0. 


系统 可 以 写 为 
5= (A™ +hi(é,"n))é, 
(2.7.8) 
二 (At + ho(é,n))n, 
其 中 hieC"-1 且 
hi(0,0) = 0，i= 1,2. (2.7.9) 


为 方便 起 见 , 我 们 记 具 有 正 实 部 的 特征 指数 为 y，,… ,yn_k. 还 假定 特征 指数 按 
次 序 满足 


Re <::.<ReM<ReMN<0<Rem<Re .< Re 加 
函数 hh. 在 鞍点 附近 很 小 , 因此 , 只 要 轨 线 留 在 鞍点 的 邻 域内 ,不等式 
SNE (Re 和 + ENEON 对 t>0, 
SnON < (Re m on(ON 对 t<0 
在 Jordan 基 下 成 立 ( 见 定理 2.4 的 证 明 ). 积分 得 


| < ee N+)éoll 对 t>0, (2.7.10) 
[In < ee mmoll 对 t<0. (2.7.11) 
由 这 些 估计 得 知 , 不 在 Wis。 和 Wit 中 的 轨 线 当 t 一 士 co 时 必须 跑 出 鞍点 的 任 


一 小 邻 域 . 此 外 , 正 半 轨 线 在 鞍点 附近 停留 的 时 间 正 比 于 ln llmoll, 负 半 轨 线 停留 的 时 
间 正 比 于 jnll 人 ol 
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系统 (2.7.1) 在 它 的 稳定 流 形 Wi 。: v = wyw(w) 上 的 限制 是 由 方程 
t= A uth(u, yu)) (2.7.12) 


定义 的 , 因此 点 O 是 Wis。 上 的 稳定 平衡 态 . 对 于 一 般 情形 , 它 或 者 是 结 点 (只 要 仅 
有 一 个 主 坐 标 ), 或 者 是 焦点 (只 要 存在 对 应 于 一 对 共 罗 复 特征 指数 的 两 个 主 坐 标 )， 
系统 在 We。 上 的 限制 变 成 


v= Atv+ ho(p(v),v). (2.7.13) 


点 O 在 这 里 是 完全 不 稳定 平衡 态 , 一 般 地 , 它 是 结 点 或 者 焦点 . 
现在 , 完全 类 似 于 线性 情形 , 按照 它们 在 主 坐 标 下 的 性 态 , 我 们 可 以 选择 四 个 鞍 
点 基本 类 型 : 


e。 鞍点 : 在 Wis。 和 Wii、 上 的 结 点 . 

。 鞍 -焦点 (2,1): 在 Wis。 上 的 焦点 和 在 Wit. 上 的 结 点 . 
。 鞍 - 焦点 (1,2) : 在 Wis。 上 的 结 点 和 在 Wk 上 的 焦点 . 
。 鞍 - 焦点 (2,2) : 在 Wis. 上 和 在 We, 上 的 焦点 . 


定理 2.5 和 定理 2.6 对 系统 (2.7.12) 和 (2.7.13) 成 立 ， 由 此 得 知 Wis、 中 存在 
非 主 和 主 稳定 不 变 子 流 形 Wiss, 本 这, 以 及 Wit。 中 的 不 稳定 不 变 子 流 形 Wi TV 
另外 , 我 们 将 以 描述 鞍点 平衡 态 的 三 类 更 光滑 的 不 变 流 形 的 存在 性 作为 本 节 的 结束 . 
引入 记号 


入 
7s 一 志 | (2.7.14) 
| 
Tul 一 EE 3 (2.7.15) 


其 中 A 和 9 分 别 是 最 靠近 虚 轴 的 非 主 稳定 和 非 主 不 稳定 特征 指数 的 实 部 , [z] 如 前 
表示 严格 小 于 z 的 最 大 整数 . 


定理 2.8 ”在 鞍点 型 结构 稳定 平衡 态 的 小 邻 域内 存在 以 下 光滑 不 变 流 形 : 


。 Cn -光滑 扩展 稳定 流 形 Wise, 它 包含 Wis。, 并 在 点 O 切 于 线性 化 矩阵 
的 稳定 与 主 不 稳定 特征 空间 的 直 和 (因此 , Wise 与 Wise 横 截 相交 ). 

。 Cn -光滑 扩展 不 稳定 流 形 Wise, 它 包 含 Wit。, 并 在 点 O 切 于 线性 化 矩 
阵 的 不 稳定 与 主 稳定 特征 空间 的 直 和 ( Wise 与 Wi 横 截 相交 )， 

。Cmeoznvo) -光滑 主 鞍点 流 形 琴瑟 = Wite 站 Wise 


ljoc 


这 个 定理 的 证 明 将 在 第 5 章 给 出 . 我 们 仅 指 出 , 一 般 地 , 流 形 Wiss 不 唯一 , 但 是 
任何 两 个 这 样 的 流 形 在 Wis。 的 每 一 点 处 有 公共 的 切线 . 类 似 地 , 任何 两 个 流 形 Wiss 
切 于 Wi 的 每 一 点 . 
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2.8 ”鞍点 附近 的 解 . 边 值 问题 


这 一 节 我 们 讨论 非 线 性 系统 在 鞍点 平衡 态 附 近 构 造 解 的 方法 . 整 本 书 中 我 们 都 
将 用 到 这 个 方法 , 特别 地 , 用 它 来 证 明 鞍 点 平衡 点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 存在 性 以 
及 光滑 性 . 
考虑 n 维系 统 
= A tt fu,v), 
v= Atv g(u,v), 


其 中 尺 € R*,v € Rm (k 二 m =n), f 和 g 是 Cr- 函数 (r > 1), 它们 以 及 它 
们 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 假设 谱 4- = {和 1,… , 和} 严格 位 于 虚 轴 的 左边 ， 谱 
4+ = {7Y1,… ,Ym} 严格 位 于 虚 轴 的 右边 . 

当 构 造 系统 (2.8.1) 在 鞍点 O 附近 的 解 时 , 考虑 到 其 非 线 性 性 , 我 们 会 有 许多 困 
难 . 首先 , 系统 的 轨 线 可 在 点 O 附近 停留 非常 长 的 时 间 ; 初始 点 越 接 近 于 Wis., 停留 
的 时 间 就 越 长 . 此 外 , 如 果 初 始点 在 Wi。 上, 这 个 时 间 等 于 无 穷 . 因此 , 我 们 需要 能 
在 无 穷 时 间 区 间 上 起 作用 的 式 子 . 显然 , 这 里 的 主要 障碍 是 在 鞍点 附近 的 初 值 问题 
的 不 稳定 性 . 例如 , 考虑 线性 化 系统 初 值 问题 的 解 


(2.8.1) 


ut) = eh tuo, v(t) = et ivo. 
当 我 们 加 入 小 扰动 Av 到 vo 时 , 我 们 可 以 估计 v(t) 的 相应 增 量 , 它 由 
|Av(O) = Jjes tAvll > Ad 


给 出 . 这 个 不 等 式 表明 初始 数据 的 任意 小 扰动 可 能 引起 解 的 有 限 改 变 , 只 要 积分 时 间 
充分 地 长 . 这 一 类 不 稳定 性 不 仅 出 现在 计算 机 模拟 中 , 也 出 现在 解析 表达 式 的 递归 
构造 中 . 因此 , 如 果 我 们 从 线性 系统 的 解 开 始 , 用 逐次 到 近 法 找 系统 (2.8.1) 的 解 , 我 
们 将 在 第 m 步 出 现 (e4 too) 普 类 型 的 项 , 即 具有 任意 大 指数 的 项 . 

当然 , 在 完全 不 稳定 平衡 点 附近 也 会 产生 同样 的 问题 . 但 是 , 在 这 种 情形 初 值 问 
题 的 解 关 于 时 间 反 向 变 得 稳定 . 但 在 逻 点 的 情形 , 作 变 换 上 一 -上 以 后 , 解 关 于 变量 
v 变 成 稳定 的 , 但 关于 变量 w 就 变 成 不 稳定 的 . 

克服 这 些 障 碍 的 主要 思想 是 关于 变量 v 按 将 来 时 间 积分 这 个 系统 , 对 变量 v 按 
过 去 时 间 积 分 . 更 明确 地 说 , 代替 求解 初 值 问题 , 我 们 必须 求解 下 面 的 边 值 问 题 : 

任 给 wo 和 vi, 其 中 jlwoll < e , llwill < 以 及 任何 r > 0, 在 区 间 te [0,7] 上 
求 系统 (2.8.1) 的 解 , 使 得 


u(0) 三 U0, v(T) 二 V1. (2.8.2) 
对 线性 系统 这 个 边 值 问题 的 解 有 形式 


ult) =e4 tuo, v(t) = eA (rt. (2.8.3) 
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由 于 对 所 有 的 te [0,7], lle4 吉 和 |e- 人 -bl 都 有 界 ( 见 不 等 式 (2.3.17)), 这 个 解 
关于 初始 值 (wo,v,7) 的 扰动 稳定 . 这 个 方法 可 应 用 到 非 线 性 的 情形 , 我 们 将 看 到 ， 
非 线性 系统 边 值 问题 的 解 可 以 从 线性 问题 的 解 (2.8.3) 开始 用 逐次 逼近 法 得 到 . 


定理 2.9 ”对 充分 小 的 s > 0 和 任何 7 > 0, 以 及 满足 luoll < es, lluall<s 的 ua 
和 vi , 边 值 问题 (2.8.2) 的 解 存在 唯一 旦 连续 依赖 于 (wo, V1, 7). 
对 二 维系 统 , 这 样 的 解 的 存在 性 在 几何 上 是 显然 的 , 见 图 2.8.1. 在 点 O 的 小 邻 


域内 存在 无 穷 多 条 轨 线 从 直线 wu = wo 开始 , 终止 于 直线 v = vi. 飞行 时 间 可 从 零 到 
无 穷 . 


2.8.1 ”鞍点 附近 的 边 值 问题 . 当 在 u = wo 附近 的 初始 点 趋 于 稳定 流 形 vw = 0 时 飞行 时 间 


T 一 +oo. 


对 于 一 般 情形 , 定理 2.9 的 证 明 是 解析 的 . 考虑 在 区 间 te [0,7] 上 关于 函数 u(t) 
和 v(t) 的 积分 方程 系统 


te 0A- (to) (us), v(s))de ee 
2.8. 


v(t) = eA (Tb -|/ e-4 (s-t)g(v(s), v(s))ds. 
t 


对 公式 (2.8.4) 的 右 端 关于 t 微分 , 我 们 可 以 容易 地 验证 这 个 系统 的 任何 连续 解 
{u(t),v(t)} 是 系统 (2.8.1) 的 解 ， 此 外 , 由 w(0) = wo 和 ulr) = v1, 系统 (2.8.4) 
的 解 就 是 我 们 期 望 的 边 值 问题 (2.8.2) 的 解 . 
其 逆 也 真 . 设 {u(t),v(t)}selo.r 是 边 值 问题 的 解 . 由 (2.8.1) 得 到 
Fe ul) = eA-tf(ulD), v0), 


(eAtw(t)) = eA*tg(ult), ol), 
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由 此 
ord = ut / eA-sf(u(s),v(s))ds, 
0 


eATtv(t) + e-4 sg(u(s),u(s))ds 一 e 一 4 Tu， 
t 


因此 , (2.8.4) 成 立 . 所 以 边 值 问题 的 解 等 同 于 积分 方程 系统 (2.8.4) 的 解 . 
我 们 将 用 逐次 逼近 法 构造 系统 (2.8.4) 的 解 . 作为 第 一 个 近似 , 选择 


ut (t) = e4 too, v(W(t) = eA (rt)y, 
对 每 一 次 逼近 将 使 用 公式 
t 
Unth)(t) = e4 talo 十 / e4 (5) f (ul™)(s), wv (s))ds, 
0 


(2.8.5) 
Vt) (t) = eA (rao -|/ e-4 (st)g(u")(s), vs))ds. 


我 们 将 证 明 这 个 序列 一 致 收敛 于 某 个 极限 函数 {w*(t),v*(t)}， 首先, 证 明 对 一 切 n 
和 te [0,7] 有 
lu < 2e, lv (ON < 2e. (2.8.6) 


当 n=1 时 ,由 wol|<e 和 luall < s 以 及 不 等 式 


le4 吉 过 et 
(2.8.7) 
lle-4 一 过 e~?Y(r 一 b， 
可 知 结论 成 立 , 其 中 入 > 0 和 7 > 0 是 使 得 矩阵 4- 的 谱 严格 位 于 复 平 面 中 直线 
Re z = -和 的 左边 , 以 及 矩阵 4+ 的 谱 严格 位 于 直线 Re z = 的 右边 . 
利用 数学 归纳 法 对 一 切 ”证 明 不 等 式 (2.8.6). 首先 , 由 于 f 和 9 以 及 它们 的 一 
阶 导 数 在 点 O 为 零 , 得 知 


0(f,9) 
| Bu <5, (2.8.8) 
If, 9 < dllu, wll, (2.8.9) 


其 中 |lw,vl| 表示 max{|lull, Iv}. 在 这 个 方程 中 常数 6 可 通过 缩小 点 O 的 邻 域 而 变 
得 任意 小 . 选择 足够 小 的 =, 使 得 对 鞍点 的 2e 邻 域 中 所 有 的 u 和 vw, 不 等 式 


26max(A-i,7y 1)<1 (2.8.10) 
满足 . 从 (2.8.5) 和 (2.8.9) 我 们 得 到 


t 
aI < huol +6 {eX Hues), vn (s) la 
0 


vt+D a) < ul +s/ e—Y(s-t) wu ™)(s), ov (s)llds, 
t 
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由 此 
ut De), vent Dd ()) <e+ 6max(A-1,Yy-!) a | (8), wv ™) {s)|. 
利用 (2.8.10), 如 果 
u(t), oH (ON < 2e， 
那么 
ut Dd (2), vt (a) < 2， 
即 (2.8.6) 对 一 切 n 成 立 . 我 们 现在 证 明 
max um D0) — wn (0), ot) Ct) — vO) 


| (2.8.11) 
过 一 (n) (8) _ un-DUsy vs) ~ vn) (es). 
< 3 .le (9) 一人” (sh (s) (3)l 


事实 上 , 由 (2.8.5) 有 
uD) — uo) 
< {te oN 0), v0) = Fur), oD (lds, 
因此 , 考虑 到 不 等 式 
Jf (ut) (8), 0 (8) -Fae-D(s),om-D(s)l 


0(f,g) 
< ax ||a(u,») 


从 (2.8.7) 和 (2.8.8) 我 们 得 到 


ut Dt) — we 


Nu)(s) — wD (8), v0™)(s) 一 wo (9), 


< 6A-! max lu (s) — wl" (s), v0" (s) — vw" Ns). 
0<s<T 


类 似 地 ， 
vt)() 一 wm 人 


< 57-1 max llutn(s) — ue" Ds), 0 (s) — vr- DS 


由 于 对 所 有 mn 值 wm) 和 wm 位 于 鞍点 的 2e 邻 域内 , 在 最 后 两 个 不 等 式 中 的 5 
满足 (2.8.10), 因此 得 到 不 等 式 (2.8.11). 
由 (2.8.11), 级 数 


oo 


DS td) = uO), vot De) — v0) 


n=1 
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以 系数 为 1/2 的 几何 级 数 为 优 级 数 . 因此 这 个 级 数 一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 {u*(t)， 
v*( 四 }. 由 构造 ,， {wu*(t),v*(t)} 是 逐次 逼近 (2.8.5) 的 极限 . 在 (2.8.5) 中 令 n 一 oo 取 
极限 , 我 们 得 到 {w*(t),wv*(t)} 满足 关系 式 (2.8.4), 即 我 们 有 边 值 问题 的 解 . 由 于 一 至 
收敛 性 , {w*(t),w*(t)} 连续 地 依赖 于 初始 值 (wo, v1,7). 

为 了 证 明 唯一 性 , 假设 方程 (2.8.4) 有 第 二 个 解 {u**(t),v*(t)}jzero,n. 于 是 利用 
证 明 不 等 式 (2.8.11) 的 相同 算法 , 可 以 证 明 对 一 切 te [0,7] 有 


| (t) — w(t), v0**(t) — vw" (t)| 


< 3 8a lu 人 9 一 (so(s) — "(9), 


即 w** 三 wuw* 和 w** 三 wv*. 证 明 完 毕 . 


注 ” 从 证 明 可 明显 得 知 , 当 系 统 (2.8.1) 右 端 的 函数 f, 9 明显 依赖 于 时 间 t 时 ， 
关于 边 值 间 题解 的 存在 性 和 连续 性 的 结论 成 立 . 这 里 要 求 对 所 有 t, 函数 上 和 9 在 
uv 二 0,v = 0 处 必须 为 零 , 且 它 们 关于 ww 和 w 的 导数 的 范 数 关 于 t 一 致 有 界 , 上 界 为 
小 常数 5 ( 见 不 等 式 (2.8.8) 一 (2.8.10)). 我 们 强调 , 函数 f 和 9 关于 t 的 光滑 性 没有 
要 求 . 


定理 2.10 ” 边 值 问题 的 解 Cr - 光滑 地 依赖 于 (wo,v1,t,7). 


证 明 ” 设 {wr*(),w*(t)helo,7] 是 边 值 问题 对 应 于 (wo,v1,7) 的 解 . 记 vo = v*(0). 
轨 线 {wu*,v*} 作为 初 值 问题 的 解 是 Cr - 光滑 地 依赖 于 (wo, vo,t,7) 的 . 因此 为 了 证 
明 这 个 定理 , 我 们 必须 证 明 vo 光滑 地 依赖 于 (wo,wv1,t,7). 由 于 vi = wv*(t =7) 是 关 
于 (wo,vo,;t,7) 的 光滑 函数 , 只 需 验证 (按照 隐 函 数 定 理 ) 导数 8v1 /Ovo = 6v*/Bvolt=+ 
是 非 奇 异 的 . 


导数 Bu* /8vo 和 6v*/Bvo 可 以 作为 变 分 方程 系统 
U= A-U+ ft), (EU + f(t), v(t)) VY, 


8 (2.8.12) 
V= A'V+g,(u(t), 0 (PU + go, (u(t), v(t))V 
满足 初始 条 件 
eg =0,， V(0)= I (2.8.13) 
的 解 来 求 得 , 其 中 U = Fe V= 了 有 是 (mxm) 恒 同 矩阵 . 导数 矩阵 二 一 入 =V(7) 
非 奇 异 的 事实 意味 着 存在 矩阵 Q@， 使 得 
V(r)Q = In. (2.8.14) 


此 外 , 我 们 指出 , 如 果 这 样 的 矩阵 Q 存在 , 则 


Ov = 
a ( 名 ) ; (2.8.15) 
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方程 (2.8.12) 关于 变量 UV 和 Y 是 线性 的 , 因此 , 如 果 对 (2.8.12) 的 左右 两 端 乘 @, 容 
易 看 出 U = VQ 和 V 三 VQ 也 满足 方程 (2.8.12). 再 有 , 为 了 使 得 (2.8.13) 和 (2.8.14) 
都 满足 , 下 面 的 条 件 必须 成 立 : 


U(0)=0, V(r)= I. (2.8.16) 


因此 , 导数 矩阵 9v1/6wvo 非 奇异 , 当 且 仅 当 变 分 方程 系统 的 边 值 问题 (2.8.16) 有 解 . 

为 了 完成 这 个 定理 的 证 明 , 我 们 指出 , 变 分 方程 系统 (2.8.12) 的 边 值 问题 (2.8.16) 
的 解 的 存在 性 和 唯一 性 由 上 一 个 定理 的 注 可 得 知 . 此 外 , 系统 (2.8.12) 的 右 端 关于 U 
和 V 的 导数 分 别 是 (没有 常数 矩阵 4+ 和 4-)P(ur 人 bo 的 ) 和 g'(w*(t),w*(t)), 由 
此 得 知 , 它们 可 以 如 同系 统 (2.8.1) 的 右 端的 非 线性 部 分 关于 w 和 v 的 导数 一 样 用 
同一 个 常数 5 来 估计 . 因此 , 变 分 方程 系统 的 边 值 问题 对 jluo,wvil| < s 可 解 , 其 中 e 
可 以 取得 如 原 系 统 边 值 问题 中 的 一 样 . 

由 证 明 看 出 , 系统 (2.8.1) 的 边 值 问题 的 解 (w*(t),v*(t)) 关于 vw 的 导数 是 

O(u*(t),v* (tb) _ Ow (t), vw*(t)) (如 ) 


Ov1 Ovo Ovo _ 
= (U(t), VE) VT) = (V(t), V(t)), 


其 中 (U,V) 是 初 值 问 题 (2.8.12),(2.8.13) 的 解 ，(D,V) 是 边 值 问题 (2.8.12), (2.8.16) 
的 解 . 
类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 关 于 wo 的 导数 可 作为 边 值 问题 


U(0)=I,, V(r)=0 (2.8.17) 


的 解 求 得 . 

综 上 所 述 : 系统 (2.8.1) 的 边 值 问题 的 解 关于 wo 和 vi 的 导数 ,可 作为 对 方程 
形式 微分 和 边 值 条 件 所 得 的 边 值 问题 的 解 求 得 . 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 , 如 果 系 统 (2.8.1) 光滑 地 依赖 于 参数 ,4 的 某 个 集合 , 则 
{w*,v*} 关于 jp 的 导数 可 以 作为 由 系统 (2.8.1) 关于 4 形式 微分 得 到 的 非 齐 次 变 分 
方程 系统 的 边 值 问题 

U(0) =0,，V(7)=0, (2.8.18) 


U = A-U+ f(t), v(t), WU 
+fo(u” (t), v(t), pV + fh (t), v(t), p), 
V = AtV + gu (t), v(t), pV 


+go (u(t),v*(t), pV + gp (u(t), v(t), p) 


(2.8.19) 


的 解 求 得 . 
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如 同 齐 次 方程 边 值 问题 的 解 , 问题 (2.8.18)， (2.8.19) 的 解 可 作为 积分 方程 系统 


t 
Ut) = / e4 (eo) [f(s)Us) + f(s)V(s) + f(s)Jds, 
_ (2.8.20) 
V(t) = / eA -9[g(s)U(s) + gs(s)V(s) + gL(s)]ds 


的 逐次 逼近 的 极限 得 到 . 
逐次 逼近 的 一 致 收敛 性 的 证 明 类 似 于 定理 2.9 的 证 明 ， 收 敛 性 的 关键 不 等 式 
(2.8.11) 在 与 定理 2.9 相同 的 条 件 
| 0(f,9) 
O(u,v) 


下 成 立 , 即 对 于 = 边 值 问题 (2.8.18), (2.8.19) 的 唯一 解 存在 , 其 中 = 与 原来 系统 边 值 
问题 的 解 的 相同 . 
关于 变量 (wo,wi) 的 高 阶 导 数 也 可 以 作为 一 了 了 阶 变 分 方 各 (2.8.12) 的 变 分 方程 的 


边 值 问题 的 解 求 得 . 由 于 变量 (wo,vi) 不 再 是 Re 的 边界 条 件 ( 见 (2.8.16) 和 
(2.8.17)), 它们 出 现在 方程 (2.8.12) 中 时 仅 作为 参数 (这 是 因为 系统 (2.8.12) 的 右 端 
依赖 于 {w(t),w( 有 } ,而 {x(t),v*(t)} 依赖 于 (wo,wv1)), 由 此 得 知 二 阶 导数 和 更 高 阶 
导数 可 用 类 似 的 方法 作为 类 似 于 (2.8.18) 和 (2.8.19) 的 非 齐 次 边 值 问题 的 解 得 到 . 

例如 ,对 2 的 边 值 问题 由 变 分 方程 (2.8.12) 关于 vi 的 形式 微分 以 及 边 
值 条 件 (2.8.16) 得 到 , 即 由 

Z=A-Z+fZ+fW 
十 jeU* + FVU + FU V+ fr VY", 


<6 


W= AtW+g2+gW 
tgu UU +t gu VU + gu UV + gr VW, 
2Z(0)=0, WI(7r)=0 
得 到 . 其 中 我 们 引入 了 记号 


Dr = SO- 外 ，YV" 几 = 了 
和 
(wu) 0(v") 
= oj2 2 Da)2 


我 们 说 明 如 何 用 这 个 理论 来 证 明 稳定 和 不 稳定 流 形 的 存在 性 以 及 光滑 性 (上 一 
节 的 定理 2.7). 我 们 将 仅 考 虑 稳定 流 形 Ws 的 情形 ; 对 不 稳定 流 形 W*, 改变 (2.8.1) 
中 的 时 间 方 向 对 所 得 系统 重复 这 个 方法 . 
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注意 , 关于 逐次 逼近 (2.8.5) 的 一 致 收敛 性 以 及 因此 的 变 分 方程 (2.8.12) 的 边 值 
问题 的 逐次 逼近 , 和 关于 非 齐 次 变 分 方程 (2.8.19) 以 及 变 分 方程 的 变 分 方程 等 等 的 
结论 , 对 所 有 的 r > 0 包括 r = +oo 仍 成 立 . 因此 , 满足 r = +oo 时 从 (2.8.4) 得 到 
的 系统 ， 

u(t) 一 e4 tuo +/ e4 (ts) fF(u(s),v(s))ds, 
0 
加 (2.8.21) 
v(t) =— 小 e-4+(e-bg(u(s),o(s))ds 


对 所 有 wo|| < s 有 唯一 解 , 该 解 对 t > 0 位 于 点 O 的 2s 邻 域内 . 此 外 , 这 个 解 Cr - 
光滑 地 依赖 于 wo. 

直接 微分 容易 验证 系统 (2.8.21) 的 解 也 是 系统 (2.8.1) 的 解 . 

反之 , 由 定理 2.9 的 证 明 , 关于 系统 (2.8.1) 的 任何 解 {u(t),v(t)}, 其 对 所 有 的 
t > 0 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 , 我 们 有 满足 wo = wu(0) 和 wi = v(r) 的 关系 式 (2.8.4) 
对 任何 r > 0 成 立 . 因此 , 在 关系 式 (2.8.4) 中 取 极 限 , 我 们 看 到 , 系统 (2.8.1) 的 任何 
有 界 解 满足 积分 方程 系统 (2.8.21). 

从 而 , 对 任何 满足 luol < s 的 wo, 存在 唯一 的 vo, 使 得 从 (wo,vo) 开始 的 轨 线 
当 上 上 一 +co 时 不 离开 鞍点 的 邻 域 . 记 vo = %(uo). 由 定义 , 所 有 点 (wo, (wo)) 的 并 是 
系统 (2.8.1) 的 不 变 集 : 它 是 由 对 一 切 t > 0 仍 停留 在 平衡 态 O 的 邻 域内 的 所 有 轨 
线 组 成 . 特别 的 , 这 个 集 包 含 点 O 自己 ; 即 %(0) = 0. 由 于 we Cr, 这 个 集合 是 光滑 
不 变 流 形 . 在 这 个 流 形 上 系统 写 为 


t= A ut fu, yu)). 
由 于 导数 f/ 和 f/ 在 原点 为 零 , 线性 化 方程 是 
= Aw. 


4- 的 谱 位 于 虚 轴 的 左边 , 因此 O 在 所 考虑 的 不 变 流 形 上 是 指数 式 渐 近 稳定 的 . 这 
意味 着 在 这 个 流 形 上 的 所 有 轨 线 当 + 上 一 +co 时 趋 于 O. 即 这 个 光滑 不 变 流 形 是 O 
的 稳定 不 变 流 形 Ws. 现在 我 们 已 经 证 明了 Ws 的 存在 性 和 光滑 性 , 这 就 完成 了 定理 
2.7 的 证 明 . 

最 后 , 我 们 指出 , 将 不 变 流 形 的 存在 性 问题 化 为 求解 积分 方程 的 这 个 方法 是 Lya- 
punov 提出 的 , 特别 它 对 研究 非 自 治 系统 相当 有 用 |. 
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我 们 先前 讨论 过 ( 见 2.5 节 的 Grobman-Hartman 定理 ) 在 结构 稳定 平衡 态 的 邻 
域内 的 系统 
t= Az+ f(z) (2.9.1) 
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拓扑 等 价 于 线性 化 系统 
y= Ay, (2.9.2) 
其 中 
f(0)=0,， f’"(0)=0. 
现在 我 们 要 问 一 个 很 自然 的 问题 : 能 不 能 用 某 个 光滑 的 变量 变换 


y= 72+y(r), (2.9.3) 


将 系统 (2.9.1) 化 为 系统 (2.9.2)? 其 中 yp(0) = 0, w'(0) = 0，Poincaré 第 一 个 提出 
这 个 问题 并 考虑 了 解析 的 情形 . 我 们 注意 , 变量 的 光滑 变换 保持 矩阵 4 的 特征 值 
(Xi ;An) 不 变 , 此 外 , 当 它 如 (2.9.3) 那样 局 部 接近 于 恒 同时 , 矩阵 4 自己 也 得 
到 保持 . 注意 到 这 样 的 变量 变换 是 局 部 的 , 即 光滑 等 价 性 仅 在 平衡 态 O 的 小 邻 域内 
成 立 . 

当 将 原来 的 非 线 性 系统 化 为 线性 系统 时 我 们 遇 到 了 许多 困难 , 其 中 一 个 主要 困 
难 的 原因 是 出 现 了 共振 . 

和 矩阵 4 的 特征 值 (和 1,… ,和 n) 的 集合 {和 1,… , An} 称 为 共振 集 , 如 果 存 在 线性 
关系 


XM = (m,N) = >》 myNy, (2.9.4) 
J=1 


其 中 m = (mi,… ,mn) 是 使 得 Im| = 5 mi > 2 的 非 负 整数 组 . 这 个 关系 本 身 称 为 
j==1 
共振 , |m| 称 为 共振 阶 . . 
设 函 数 f(z) 是 CN -光滑 的 , 则 它 的 展开 式 


f(z) = fo(z) + + fn(z) + oN(7) (2.9.5) 


成 立 , 其 中 f(z) (1 = 2,… ,N) 是 1 次 齐 次 多 项 式 , 后 面 的 on(-) 表示 在 原点 处 连同 
它 的 前 N 阶 导 数 都 等 于 零 的 项 . 
下 面 的 引 理 是 我 们 熟知 的 . 


引 理 2.2” 设 f(z) e CN, 且 假 设 不 存在 |m| < NN 阶 共振 , 则 存在 变量 的 多 项 
式 变换 
y=2+p2(7) + + pn(z) (2.9.6) 


(其 中 gi(z) (1 = 2,… ,入 ) 是 1 次 齐 次 多 项 式 ), 将 系统 (2.9.1) 变换 成 


y= Ay + on(y). (2.9.7) 


2.9 ”光滑 线性 化 问题 . 共振 “71. 


证 明 ”将 (2.9.6) 代入 (2.9.1), 我 们 得 到 


{=2 
= Az . f2 (27) + :+ fn(z) + on(z) 


+ > 加 Ma 二 有 十 二 各 人 十 ov 人 


一 ER a 一 … 一 4pw(z)+ 户 (z) 十 … 十 jwv(z) 
N 
+ DRE) Ag+ flo) + + foe) + (2.9.8) 
t=2 


其 中 最 后 的 由 省 略 号 表示 的 被 加 项 包含 N +1 次 和 更 高 次 的 项 . 剩余 的 项 (除了 Ay) 
必须 互相 消除 , 因此 我 们 必须 假设 wz(z) 满足 方程 
2 人 ) 


一 4pz(z) + ja(z) 十 一 一 一 4z = 0， (2.9.9) 
ps(z) 满足 
一 4ps(z) 十 户 (z) 十 2 hz+ ~ -区 一 一 一 户 (z) = (2.9.10) 
wn(z) 满足 
—ApN(7) + jw(z) 十 -区 加 如 + Tepe) f(z) =0. (2.9.11) 
p+q=N+1 
现在 我 们 对 和 矩阵 4 是 对 角 和 矩阵 


的 情形 证 明 这 条 引 理 . 
回忆 yi(z) 和 fi(z) 是 齐 次 向 量 多 项 式 , 即 
Piz) = (pn(z), ,Pie(T), ,Pin(T)), 
fi(2) = (fu (2), ,fir(T), ,fin(z)), 
k=1,...,n 
将 多 项 式 wk(z) 和 fk(z) 表示 为 


2lk(Z) = > CmkZ™, 


mit Tmn=l 


fi (7) = bs dmkpT™. 


7n1 十 … 十 min 一 ! 
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方程 (2.9.9) 一 (2.9.11) 现在 可 以 重 写 为 逐个 分 量 的 形式 


0 
一 从 2k(Z) 十 》， 入 Ce + jzk(z) = 0, (2.9.12) 
了 


j=1 


一 Xkpsk(z) + DN ee + far(z) + >, SE (z) = 0， 
J=1 


j=1 (2.9.13) 


一 AkPNk(Z) 十 》 入 ems), + fnk(z) ep i = 0, (2.9.14) 
i=l " 


j=1 P 十 9 一 六 十 1 Oz; 
其 中 大 = 1,…,n. 
首先 解 (2.9.12). 令 同 类 项 的 系数 相等 可 得 方程 
[(m, A) — Akjcmk + dmk = 0. (2.9.15) 
显然 这 个 方程 可 解 , 因为 没有 共振 , 即 我 们 可 以 求 得 
cmk 一 守信 (2.9.16) 


由 此 得 到 pz(z) 的 表达 式 . 
将 wz(z) 代入 方程 (2.9.13), 得 到 pas(z) 的 未 知 系数 的 方程 


[(m, A) — MJemk + dmk = 0， (2.9.17) 


其 中 dk = dmx 十 drd%k 是 (2.9.13) 中 第 二 个 和 式 中 的 zm 的 系数 . 用 类 似 的 方 
法 我 们 得 到 满足 方程 (2.9.9) 一 (2.9.11) 的 所 有 的 pi (! = 2,… ,NN). 
这 就 证 明了 当 4 的 所 有 特征 值 是 相 异 实数 时 的 引 理 (因为 由 变量 的 线性 变换 将 
4 化 为 对 角形 ). 如 果 存 在 单 的 复 特征 值 , 则 将 4 化 为 对 角 块 形 : 
Akk 二 和” 如果 和 4 为 实数 ， 
Akk = Aktuktl = Re Akp; Apkti = —Aktlk = ImA 如 果 Xk = 入 Hi， 


这 里 * 表示 复 共 斩 . 这 个 矩阵 可 用 复 坐 标 变换 
Zh 二 Tk 如 果 和 4 为 实数 ， 
Th 一 ZK 十 iTk+1, Th+1 二 Zk 一 izk41 如 果 和 x= AK+1 


化 为 对 角形 . 由 于 zi = 2z4., 得 知 对 这 样 的 &, 它 满足 Xk = 六 .1 是 复数 , 有 新 郑 
数 f 满足 
figpt1(z’) = fir(2')”. 


2.9 ”光滑 线性 化 问题 . 共振 .73 . 


现在 通过 (2.9.12) 一 (2.9.14) 定义 的 坐标 变换 y, 对 那些 大 满足 
PLDkHL(Z ) = Pik(Z )*. 


于 是 , 显然 实 坐标 变换 


N 
yk = Zk + 2, Re pik(z') 
1=2 


N 
Vk+1 = Tk+1 十 >》 "Im 2ik(z ) 
1 二 2 
将 系统 变 为 所 要 求 的 形式 (2.9.7). 
在 重 特征 值 的 情形 , 矩阵 4 可 以 写 为 Jordan 形 ( 实 或 复 的 ): 特征 值 和 x. 填 满 主 
对 角 线 , 加 上 一 些 不 为 零 的 上 对 角 元 : 


4k,k+1 = Ok-: 


因此 , 另外 的 项 


0 
6kPLk+1(T) 和 5; Bt 
J 


可 以 出 现在 (2.9.12) 一 (2.9.14) 中 . 显然 , 这 并 不 改变 引 理 的 结论 : 所 求 的 归纳 定义 的 
系数 cmx 的 关系 式 (2.9.17) 保持 相同 , 唯一 不 同 的 是 , 现在 d', 是 由 更 宽 范围 的 系 
数 cv 表示 . 就 是 说 , dr, 是 这 样 的 cw 的 函数 : 
(DIm|<Iml， 或 者 (2)jm =m 和 k’>, 
或 者 (3) |ml’ = Im| 和 Di : ms < Di “mj (2.9.18) 
j=1 j=1 


( 当 特 征 值 是 单 的 时 只 有 情形 (1) 有 可 能 ). 因此 , 我 们 可 以 按 下 面 的 方法 在 向 量 单项 
式 zmek (其 中 ex = (0,0,…… ,1 0,… ,0)) 之 间 引入 偏 序 : 
大 
zmek 的 次 数 高 于 zm ev 的 次 数 , 如 果 (2.9.18) 
中 的 三 个 选择 之 一 成 立 
于 是 公式 (2.9.17) 允许 我 们 对 高 次 和 更 高 次 单项 式 来 逐个 确定 系数 cmx. 证 毕 . 

从 (2.9.15) 立即 可 以 看 出 , 在 共振 情形 入. = (m, 入 ), 不 可 能 消除 单项 式 dkzmek. 
因此 , 在 共振 情形 下 , 充分 光滑 线性 化 是 不 可 能 的 . 用 与 引 理 2.2 相同 的 方法 , 可 以 
证 明 下 面 的 结果 . 

引 理 2.3” 设 f(z) e CN. 则 存在 变量 的 多 项 式 变换 将 系统 (2.9.1) 变 成 


y= Ay+ R(y) 十 ov(y)， (2.9.19) 
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其 中 


2<|Iml<N 


RY)= 2 bmkymek， (2.9.20) 
(mm,A)=Ak 


这 里 ek 是 第 个 基 向 量 , 共振 单项 式 ymek 的 系数 bwx 可 借助 于 满足 1 < |m| 的 多 
项 式 fi(zx) 的 系数 求 得 . 


现在 设 f(z) 是 Taylor 级 数 . 当 N 增加 时 , 使 得 变量 变换 成 立 的 点 O 的 邻 域 将 
缩小 . 此 外 , 当 NN 一 oo 时 这 个 邻 域 可 收缩 到 平衡 态 . 因此 , 下 面 的 两 条 定理 仅 考虑 
形式 级 数 的 情形 . 


定理 2.11 (Poincaré) “如果 矩阵 4 的 特征 值 是 非 共振 的 , 则 形式 变换 
9 一 2 十 pa(zZ) 十 … 士 wi(z) 十 …. (2.9.21) 
将 系统 (2.9.1) 化 为 线性 形式 (2.9.2). 
定理 2.12 (Dulac) ”变量 的 形式 变换 将 系统 (2.9.1) 变 成 


y= Ay+ R(Y), (2.9.22) 
其 中 R(y) 是 形式 级 数 
Ry)= DD, bmey™ek. (2.9.23) 
(mA)=Ak 


下 面 我 们 讨论 这 些 级 数 的 收敛 性 问题 . 按照 Arnold [10], 我 们 引 人 一 些 有 用 的 预 
备 概念 . 
考虑 n 维 复 空间 C". 集合 


nn 
MA=(mN, Djm>2, m2>0, 
j= 


称 为 共振 ( 超 ) 平面 , 其 中 mj; 是 整数 . 固定 (和 1,… ,An), 令 上 和 m 变化 我 们 可 以 
得 到 这 种 平面 的 一 个 可 数 集 . 


定义 2.4 ”集合 入 = {和 1,.… ,和 n} 属于 Poincaré 区 域 , 如 果 复 平面 内 的 ”个 点 
和 1,… ,和 n 的 凸 壳 不 包含 零 . 反之 , 集合 入 = {A 和 1,… ,和 n} 属于 Siegel 区 域 . 

Poincaré 区 域内 的 每 一 点 至 多 满足 有 有 限 多 个 共振 , 且 位 于 与 其 它 共振 平面 不 
相交 的 邻 域内 . 反之 , 共振 平面 在 Siegel 区 域内 是 稠密 的 . 


定理 2.13 (Poincaré) ”如果 矩阵 4 的 特征 值 是 非 共 振 的 , 且 属 于 Poincaré 区 
域 , 则 具有 解析 右 端的 系统 (2.9.1) 可 通过 解析 的 变量 变换 变 为 线性 系统 . 


2.9 ”光滑 线性 化 问题 . 共振 ‘75. 


Poincaré 用 优 级 数 证 明了 这 条 定理 , 在 他 的 叙述 中 主要 要 求 通过 复 平面 原点 的 
直线 的 存在 性 条 件 , 该 直线 使 得 所 有 的 n 个 特征 值 (和 1,… ,和 xn) 都 位 于 它 的 一 边 . 

对 于 Poincaré 区 域 中 存在 共振 的 情形 , 定理 2.12 中 定义 的 变量 变换 的 形式 级 数 
收敛 , 因此 下 面 的 结果 成 立 . 


定理 2.14 (Dulac) ”如 果 和 矩阵 4 的 特征 值 属于 Poincar6 区 域 , 则 解析 的 坐标 
变换 将 具有 解析 右 端 的 系统 (2.9.1) 变 为 形式 


y= Ay + R(Y), 


其 中 R(y) 是 由 共振 单项 式 组 成 的 有 限 次 多 项 式 . 


在 Poincaré 区 域 以 外 的 情况 比较 复杂 . Siegel 找到 了 关于 特征 值 的 一 些 特殊 条 
件 , 使 得 在 这 些 条 件 下 线性 化 级 数 收敛 且 系 统 (2.9.1) 仍 可 化 为 线性 形式 . 指出 下 面 
这 点 是 重要 的 , 满足 这 些 条 件 的 特征 值 组 成 正 测 度 的 稠密 集 . 

Poincaré 和 Dulac 考虑 过 复 解 析 系 统 . 我 们 的 兴趣 在 实 的 情形 , 对 于 实 的 情形 ， 
Poincaré 区 域 由 条 件 Re 和 A; < 0 或 者 Re Xi > 0 (i = 1,… ,n) 确定 , 即 其 中 的 平衡 
态 分 别 是 稳定 或 完全 不 稳定 的 . 如 果 存 在 特征 值 位 于 虚 轴 上 , 或 者 在 左右 两 个 半 平 
面 内 , 则 系统 落 在 Siegel 区 域内 . 例如 , 假设 二 维系 统 有 鞍点 平衡 态 , 其 特征 值 满足 
和 1 < 0 < Xho. 如 果 鞍 点 指标 v = -和 1Xz1 为 有 理 数 ( 2), 则 存在 类 型 为 


和 il = (rqg 十 1)Al 十 DrA2， 
M2 = qrAi 十 (pr 十 1)X2， | 


的 共振 无 限 集 . 
如 果 平 衡 态 是 鞍点 型 的 , 则 即使 集合 {入 1,… , Xn} 不 共振 , 零 也 是 集合 


{(m, A — Ma k= n 


的 一 个 极限 点 . 对 于 这 种 情形 , 在 由 公式 (2.9.17) 确定 坐标 变换 的 系数 时 , 我 们 就 遇 
到 了 “小 分 母 ” 问题 . 这 就 是 即使 不 存在 共振 , 线性 化 级 数 还 是 可 以 不 收敛 ( 见 Bruno 
[18]) 的 原因 . 

如 果 我 们 不 要 求 系统 解析 而 要 求 是 Cx - 光滑 的 , 情况 变 得 不 那么 困难 . 这 时 下 
面 的 命题 成 立 . 


引 理 2.4 (Borel ( 见 Hartman)) 对 任何 形式 宕 级 数 R(y), 存在 Cs - 光滑 
函数 , 它 的 形式 Taylor 级 数 与 R(y) 相同 . 


因此 , 下 面 的 定理 直觉 上 是 可 以 理解 的 . 


定理 2.15 (Sternberg) ” 设 系 统 (2.9.1) 是 Cs - 光滑 的 且 没 有 共振 , 则 存在 
C™ -光滑 的 变量 变换 将 (2.9.1) 化 为 线性 系统 . 
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也 存在 类 似 于 Dulac 定理 2.12 的 定理 . 


定理 2.16 ”对 于 Cs - 光滑 的 情形 , 存在 Cx - 光滑 的 变量 变换 将 系统 (2.9.1) 
变 为 
y= Ay+ R(Y), 
其 中 R(y) se C™, 且 它 的 形式 Taylor 级 数 与 形式 级 数 (2.9.23) 相同 . 


因此 , 我 们 可 以 看 出 , 独立 的 Cx - 光滑 系统 在 平衡 态 邻 域内 , 可 以 或 者 化 为 
Poincaré 形式 
y= Ay 
或 者 化 为 Dulac 形式 
y= Ay+ R(y). 


这 两 个 形式 都 称 为 规范 形 . 由 定理 2.15 和 定理 2.16 得 知 规范 形 关于 集合 和 = 
{A1,… , An} 的 依赖 性 在 Siegel 区 域内 有 不 连续 的 特性 . 后 者 导致 这 样 一 个 问题 : 在 
结构 稳定 (鞍点 ) 平衡 态 的 邻 域内 能 不 能 用 具有 有 限 光 滑 的 变量 变换 将 微分 方程 系 
统 化 为 线性 系统 ? 这 个 问题 是 由 Sternberg [64,65] 提出 的 , 他 证 明了 存在 依赖 于 矩阵 
4 的 谱 的 数 K(k), 使 得 任何 一 个 Cx - 系统 


t= Azx+ork(7) 


可 以 用 C* - 光滑 变换 化 为 线性 形式 . 只 要 N > K, 对 CN - 光滑 的 情形 也 成 立 . 后 
来 , Chen [20] 证 明了 任何 CN - 光滑 系统 (N > K(k; 4)) 在 结构 稳定 平衡 态 附近 是 
C* - 等 价 于 多 项 式 向 量 场 


K(k;A) 


y=Ay+ > fi(y). (2.9.24) 


{=2 

此 外 , 我 们 可 以 假设 这 里 的 f(x) 是 共振 多 项 式 . 至 于 数 K 的 确切 估计 至 今 仍 是 一 
个 没有 完全 解决 的 问题 ， 

上 面 的 共振 多 项 式 规范 形 (2.9.24) 可 用 C* - 光滑 的 变量 变换 进一步 简化 . 我 
们 不 准备 进一步 讨论 这 个 课题 , 建议 读者 参考 Bronstein 和 Kopanskii [16] 的 书 , 该 
书包 含 这 个 课题 的 最 新 成 果 和 相关 的 参考 文献 . 在 这 个 理论 中 必须 特别 注意 所 谓 的 
“ 弱 ” 共 振 ， 用 (91,… ,bp) 表示 Re 和 i (i = 1,… ,n) 的 不 同 值 . 显然 , p < n， 值 
(0 …… ,gp) 称 为 Lyapunov 指数 . 我 们 称 关 系 


6. = 101 十 … 十 1pbp = (4,0)， 其 中 > > 
2 一 1 
为 弱 共 振 . 我 们 看 到 , 弱 共 振 概 念 不 适用 于 复 平 面 分析 , 因此 线性 部 分 化 为 Jordan 


形 . 与 共振 的 古典 概念 妨碍 用 多 项 式 变换 进行 线性 化 的 情形 相反 , 当 我 们 用 更 宽 一 
类 变量 变换 将 具有 有 限 光 滑 的 系统 化 为 线性 形式 时 就 出 现 弱 共振 概念 . 


2.9 ”光滑 线性 化 问题 . 共振 “77- 


从 非 线 性 动力 学 观点 看 , 我 们 的 主要 兴趣 是 鞍点 . 理由 是 鞍点 可 有 两 条 属于 稳 
定 和 不 稳定 流 形 的 双向 渐 近 轨 线 . 这 样 的 轨 线 称 为 同 宿 回路 ， 当 平衡 态 是 鞍 - 焦点 
时 , 在 某 些 条 件 下 从 同 宿 回路 中 可 出 现 无 穷 多 条 周期 轨 线 . 对 这 个 现象 的 研究 始 于 将 
鞍点 附近 的 系统 化 为 较 简单 的 形式 . 显然 能 将 系统 化 为 线性 形式 是 比较 理想 的 . 但 
是 , 大 范围 分 支 的 研究 要 求 考 虑 系统 的 有 限 参 数 族 而 不 是 个 别 系 统 . 将 系统 族 化 为 
线性 形式 是 困难 的 , 因为 共振 在 Siegel 区 域内 稠密 . 同时 , 大 部 分 共振 , 除了 少数 例 
外 , 在 同 宿 分 支 的 研究 中 并 不 起 本 质 作用 . 

我 们 详细 讨论 一 个 被 Andronov 和 Leontovich 研究 过 的 平面 系统 例子 . 考虑 单 
参数 系统 族 


二 Ai(N)z 水 Pl(z, 2 4), 

y= MWY + Q(z,Y, 1), 
其 中 己 和 Q 是 CN(N >1)- 光 滑 函 数 , 它们 和 它们 关于 xz 和 y 的 一 阶 导数 在 原点 
为 零 , 且 和 1(0) < 0 < A2(0). 假设 当 jy = 0 时 这 个 系统 有 分 界线 回路 , 见 图 2.9.1. 并 


假设 当 jy =0 时 鞍点 指标 vy 二 Me 异 于 1, 即 所 谓 鞍 点 量 o 非 零 


cf0) = Xi(0) + A2(0) #0. 


图 2.9.1 平面 上 鞍点 的 同 宿 回 路 . 


Andronov 和 Leontovich 证 明 在 这 些 条 件 下 , 从 分 界线 回路 可 以 产生 至 多 一 条 周期 轨 


线 . 条 件 
ct0) = A1(0)+ XA2(0)=0 


导致 出 现 共 振 无 限 集 


Al(0) = (p+ 1)M1(0) + pA2(0), A2(0) = qA1(0) + (9 十 1)Az(0)， 


- 78 ， 第 2 章 动力 系统 的 结构 稳定 平衡 态 


其 中 p 和 gq 是 正 整数 . 

对 有 限 参 数 族 , Leontovich [40] 研究 了 在 o(0) = 0 的 情形 , 从 同 宿 回 路 出 现 的 多 
条 周期 轨 线 的 问题 . 这 里 的 主要 困难 是 对 有 限 参数 族 构造 Dulac 规范 形 . 在 4=0 
时 这 可 由 以 下 形式 给 出 ， 


oo 
£ =A(0)z+ 对 apz? +1yp, 
p=1 


oo 
y= Xa(0)y + > bprryrt. 
p=1 


或 者 , 消去 t 得 到 
d oo 
人 一 过 ( + Poesy ) . 


当 jy 关 0 时 应 用 规范 形 理论 是 没有 意义 的 , 因为 关于 参数 的 依赖 性 在 稠密 集 上 不 连 
续 , 这 是 由 于 鞍点 指标 v(p) 可 以 是 有 理 数 或 者 无 理 数 . 尽管 如 此 , Leontovich [40 还 
是 能 将 这 个 族 变换 成 


K—1 
2 一 此 [ + Dl) (ey) + Cram) , (2.9.25) 
p=1 
她 使 用 的 主要 方法 是 相继 消去 非 共振 函数 , 即 在 形式 Taylor 展开 中 消去 所 有 非 共振 
的 项 . 只 要 N > 4K + 1, 这 个 过 程 对 CN - 光滑 族 可 进行 . 于 是 方程 (2.9.25) 中 的 函 
数 B(z,y,p) 是 C* -光滑 的 . 
在 Ovsyannikov 和 Shilnikov 的 文章 [48,49]3 中 , 消去 右 端 非 共 振 函 数 的 概念 在 
具 鞍 点 同 宿 回 路 迁 - 焦点 同 宿 回 路 的 高 维系 统 中 得 到 了 有 效 的 发 展 . 
考虑 依赖 于 参数 w 的 动力 系统 族 X(m， 人 假设 X(A 关于 所 有 变量 和 参数 是 
Cr -类 的 . 我 们 就 可 将 X(4) 表示 为 
了 一 Ai(u)z 十 fi(z,Yy, u,v, KH), 
= A2z(p)u 十 falz, yu, v, AD)， (2.9.26) 
y Ee Bi (p)y 二 gi(z, YU TV， 4), 


DVD= Bo(J)v + g2(7,Y, VV, 4), 


_ /41(0) 0 
4o=( 0 | 


3 Gonchenko 和 Shilnikov[27] 在 鞍点 周期 轨道 附近 用 了 同样 的 方法 , 其 它 应 用 见 Afraimovich 以 
及 Lerman 和 Umanskii 的 文章 , 这 些 文章 收录 于 Leontovich 编辑 ,Gorky 国立 大 学 , Gorky, 1984 出 


其 中 矩阵 
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的 特征 值 位 于 复 平面 虚 轴 的 左边 , 矩阵 


Bo= (FO 0 
“~ \0 B2(0) 


的 特征 值 位 于 虚 轴 的 右边 . 
我 们 也 假设 矩阵 41(0) 的 特征 值 (A1,… , Xm, ) 的 实 部 相等 , 即 


Re A =...=Re Mm = 入 <0， 
和 矩阵 B1(0) 的 特征 值 (1,… ,yn,) 的 实 部 也 相等 , 即 
Re 7 == Re ?na 一 7>0. 


对 4A2(0) 和 B2(0) 的 特征 值 , 我 们 假设 42(0) 的 特征 值 的 实 部 严格 小 于 和 , Ba(0) 的 
特征 值 的 实 部 严格 大 于 7. 在 这 种 情形 下 z 和 y 的 坐标 分 别 是 主 稳定 和 主 不 稳定 的 ， 
坐标 和 w 是 非 主 的 . 


定理 2.17 (Ovsyannikov-Shilnikov) ”对 所 有 小 几 系统 (2.9.26) 局 部 地 化 为 


二 41 (Wz 十 户 1(z， TV， H)T 二 fi2(z, UV, Y,v, HW)u, 


= A2(p)u 十 f21(z, y,v, HT f22(7, 了 WU， LW)u, 


(2.9.27) 
y= Bi(W)Yy + gui(z, vu, y, HY + 912(7, L,Y,v, MK)Y, 
v= B2(1)v 村 9g21(7Z， vu, Y, HW)y 二 922(7Z， VU, UV， 几 )u， 
其 中 
fijl(z,u,y,v)=0 0 gij|(z,u,y,v)=0 本 0 
fijl(y,w)=0 = 0 gijl(zww)=0=0 (2.9.28) 


fiilz=0 =0 gily=0 =0 (i,7= 1,2). 

由 于 我 们 在 研究 同 宿 分 支 时 要 经 常用 到 这 个 定理 , 它 的 完全 证 明 在 附录 A 中 给 
出 . 坐标 变换 以 及 函数 fij, 9is 的 光滑 性 定义 如 下 : 关于 (z,u,y,v) 是 Cr: 的 , 关于 
(zx, uy,2) 的 一 阶 导数 对 (z,w,y,v,4) 是 Cr 的 . 如 果 r = co, 则 变换 关于 (z, wu,y,2) 
是 Ce 的 (或 者 在 实 解 析 情 形 甚至 是 解析 的 ), 尽管 如 此 , 即使 > = co, 变换 关于 参数 
上 的 光滑 性 一 般 仅 为 有 限 的 : 当 jyo 一 0 时 它 无 限 地 增加 (其 中 | < mo 是 所 考虑 
的 参数 值 的 范围 ). 

下 面 我 们 考虑 (2.9.1) 中 矩阵 4 的 某 些 特征 值 位 于 虚 轴 上 的 情形 . 显然 , 如 果 存 
在 一 个 零 特征 值 Xi = 0, 则 存在 一 类 共振 无 限 集 : 


N=mA, 7mn 2. (2.9.29) 
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在 一 对 纯 虚 数 特 征 值 ,2 = 土 iw, w 头 0 的 情形 , 也 存在 一 类 共振 无 限 集 : 


A = (sl 十 1)A1 十 S1 和 2， 
{2.9.30) 
M2 = 52? 和 Al 十 (S2 十 1)》2， 
其 中 51 和 S2 是 正 整数 . 
在 这 里 , 规范 形 理 论 有 着 特别 的 意义 , 因为 这 些 共 振 确 定 稳 定性 条 件 以 及 在 临 
界 情 形 确定 平衡 态 的 局 部 分 支 类 型 ， 
由 于 所 考虑 的 平衡 点 现在 是 结构 不 稳定 的 , 很 自然 地 我 们 并 不 限制 于 考虑 研究 
具体 的 系统 , 而 是 考虑 将 后 者 纳入 到 下 面 的 9 维 有 限 参数 族 的 系统 


t= Azr+f(r)+h(r,n), (2.9.31) 
其 中 HH 二 (AU 2 ; Mg), 函数 f(z) 和 h(x, 4) 充分 光滑 ， 且 
f(0)= f'(0)=0, jh(z,0) 三 0， 


假设 矩阵 4 的 特征 值 (Ai,… ,Xp) 位 于 复 平面 的 虚 轴 上 . 这 个 假设 并 不 是 难以 接 
受 的 , 因为 在 该 情形 对 一 般 的 族 我 们 可 以 通过 中 心 流 形 定理 ( 见 第 5 章 ) 化 为 系统 
(2.9.31). 现在 考虑 下 面 的 (p + gq) 维系 统 的 三 角形 形式 


t= Az+ f(z) + h(z, pn), 


(2.9.32) 
=0. 
这 个 系统 有 不 动 点 O(0,0), 其 Jacobi 为 
有 & 0 | 
0 0 
矩阵 4 的 特征 值 是 和 1,… ,Xp 和 yi 二 … = 7Y4 = 0. 系统 (2.9.32) 有 共振 型 (2.9.29)， 
(2.9.30) 和 下 面 的 共振 : 
Mk = Xk + (L,Y)) (2.9.33) 
其 中 (1,7) = 四 以 及 bp > 2. 系统 (2.9.32) 可 以 用 变量 变换 
j=1 j=1 
y= 7+ yr, H), (2.9.36) 


KH=h 
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化 为 规范 形 , 这 一 变换 使 得 (2.9.32) 中 的 第 二 个 方程 不 变 . 因此 , 我 们 不 需要 考虑 如 
(2.9.35) 的 这 类 共振 . 类 似 于 引 理 2.3, 系统 (2.9.32) 可 以 化 为 


y= Ay+ Ro(p) + Ri(p)y + RN(y,H) 十 ov(y 由， (2.9.37) 
其 中 Ri(p) 是 次 数 不 高 于 (N 一 1) 的 多 项 式 , R1(0) = 0 以 及 
ImlgN 
RN(yp)= Ybmk(p)y™er, (2.9.38) 
(m,A)= 和 xk 


这 里 bmx(4) 是 某 些 次 数 不 超 过 (N - |m|) 的 多 项 式 . 
如 果 和 矩阵 4 是 非 退化 的 , 那么 Ro(y) = 0. 否则 , 如 果 在 特征 值 (Ni,…: ,Xp) 中 存 
在 入 = 0, Ro(p) 是 次 数 为 N 的 满足 Ro(0) = 0 的 多 项 式 . (2.9.37) 中 出 现 项 Ro(j) 
是 由 于 存在 共振 类 型 
0 = AM = (4,7Y). 
方程 族 


iml&N 
y=Ay+Ro(p)+R(WYy+ > bme(W)y™er (2.9.39) 
(mA)=X 

称 为 截断 规范 形 或 者 削 短 规范 形 . 在 许多 情形 下 我 们 可 以 尝试 将 所 考虑 的 轨 线 性 态 

限制 在 平衡 态 的 小 的 固定 邻 域内 , 并 通过 考察 适当 选择 的 N 和 4 的 截断 规范 形 对 小 

值 控 制 参数 的 分 支 开 折 进 行 研究 . 当然 , 从 对 截断 系统 分 析 得 到 的 信息 在 应 用 到 原 

来 的 方程 族 之 前 必须 证 明 是 合理 的 . 本 书 的 第 二 卷 我 们 将 按照 这 个 设计 去 研究 平衡 
态 的 主要 局 部 分 支 . 
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考虑 R"+l (n > 1) 中 的 自治 微分 方程 系统 
二 X(T), 


其 中 z = (z1,… ,zn,Znt1),， Xe Cr (7 > 1). 本 章 的 主题 是 周期 轨 线 ， 即 形 如 
z 二 p(t) 的 非 平 衡 态 周 期 解 , 其 中 对 某 个 r 池 0， 


y(t) = p(t+7). 


注意 到 y(t) e Cr+1. 与 周期 运动 相应 的 在 相 空 间 中 的 光滑 闭 曲线 , 称 为 极限 环 、 周 
期 轨 线 或 周期 轨道 . 由 定义 , 周期 轨 线 上 的 每 一 点 经 过 一 段 时 间 刚 好 等 于 r 时 回 到 
原来 的 位 置 . 同样 经 过 27, 37 等 时 间 也 回 到 原来 位 置 . 最 小 的 回复 时 间 称 为 周期 . 

周期 运动 是 非 线性 动力 学 最 重要 的 对 象 之 一 . 理由 至 少 有 两 个 . 第 一 , 稳定 周期 
轨 线 是 自 激 振动 这 样 的 物理 现象 的 数学 反映 . 第 二 , 鞍点 周期 轨 线 是 混沌 动力 学 相应 
的 奇怪 吸引 子 的 关键 组 成 部 分 . 

与 平衡 态 相反 , 在 相 空 间 中 寻找 周期 运动 目前 是 一 门 艺术 , 特别 是 在 高 维系 统 
的 相 空 间 . 例如 , 具有 多 项 式 右 端的 系统 的 平衡 态 的 数目 可 以 精确 估计 , 但 是 , 即使 
平面 系统 周期 轨 线 数目 的 估计 , 也 是 著名 的 Hilbert 第 16 问题 的 内 容 , 至 今 它 都 设 
有 被 解决 . 也 许 一 个 例外 是 , 即 在 几乎 可 积 的 二 维系 统 中 寻找 周期 轨 线 的 问题 化 为 
寻找 某 个 特殊 积分 的 零点 问题 , 在 某 些 特殊 情形 它 可 明显 地 计算 . 

在 这 一 章 我 们 将 研究 结构 稳定 周期 轨 线 附近 轨 线 的 性 态 . 研究 的 主要 思想 是 以 
构造 Poincaré 回复 映射 为 基础 . 


3.1 Poincare 映射 . 不 动 点 . 乘 子 - 83. 


3.1 Poincaré 映射 . 不 动 点 . 乘 子 
假设 R"+! (n > 1) 中 的 微分 方程 系统 


z= X(z) (3.1.1) 


具有 周期 轨 线 L, 其 中 z = (zi1,… ,zn, znt1), XE Cr” (r > 1). 
在 工 上 取 一 点 M* 并 将 原点 移 到 M*, 见 图 3.1.1. 不 失 一 般 性 , 假设 在 点 M* 
速度 向 量 的 最 后 一 个 分 量 非 零 , 即 


Xn+1(0) #0. (3.1.2) 


\ 


图 3.1.1 ”选择 截面 5 使 得 周期 轨 线 工 以 及 接近 于 工 的 轨 线 与 它 横 截 相交 


这 总 可 以 用 重 排 坐 标 来 达到 , 因为 在 周期 轨 线 上 没有 一 点 的 速度 向 量 为 零 . 条 
件 (3.1.2) 允许 我 们 在 平面 rn+l = 0 上 选取 一 个 小 截面 5, 使 得 M* e 5. 按照 构造 ， 
系统 (3.1.1) 在 周期 轨 线 L 附近 的 所 有 轨 线 都 横 截 地 通过 截面 5. 

由 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 定理 得 知 , 从 充分 接近 于 M* 的 点 M es 5S 开始 
的 轨 线 在 经 过 与 周期 轨 线 工 的 周期 接近 的 时 间 区 间 t(M) 后 回 到 8 的 某 点 必 . 因 
此 , 映射 T:M 小 MM， 可 以 沿 着 这 样 的 轨 线 定义 , 称 它 为 Poincaré 映射 . 

设 zx = pltzo) 是 在 t= 0 时 通过 点 M(zo) € 5 的 轨 线 . 从 M 到 MM 的 回复 时 
闻 t(zo) 可 以 从 方程 

pnt+1i(t, T0)=0 (3.1.3) 

求 得 . 由 于 周期 轨 线 工 通过 原点 , 这 个 方程 对 zo = 0 有 解 +=7, 其 中 7 是 周期 轨 线 


的 周期 . 由 (3.1.2) 我 们 可 以 对 方程 (3.1.3) 应 用 隐 函 数 定理 , 因此 回复 时 间 t(zo) 是 
唯一 确定 的 . 此 外 , 函数 t(zo) 与 原 系统 有 相同 的 光滑 性 . 
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映射 工 可 以 写 为 下 面 的 形式 


Zk = Pr(t(7), 2), 


或 者 
z= f(z), (3.1.4) 
其 中 z 是 截面 3 上 的 n 维 坐标 向 量 , f(z) € Cr. 

如 果 在 t = 0, 我 们 让 轨 线 按时 间 倒 退 离开 在 5 上 的 点 收 , 则 它 必须 经 过 时 间 
区 间 t(2M) 后 在 点 M 回 到 5. 因此 , Poincaré 映射 的 道 , 映射 T-! 在 截面 5 上 也 有 
定义 . 因为 回复 时 间 关 于 初始 点 的 光滑 依赖 性 对 倒 回 时 间 仍 保持 , 我 们 可 以 断言 , 道 
映射 T-: 也 属于 Cr 类. 由 此 得 知 Poincaré 上 映射 是 Cr - 光滑 微分 同 胚 . 

如 果 我 们 写 

=f7 (f(z)), 
那么 微分 后 我 们 得 到 
[fF (F(z) :f(z)=I 
其 中 工 是 恒 同 和 矩阵. 因此 , 对 小 的 z， 


sus 


#0. 


系统 (3.1.1) 通过 S 上 任意 点 M 的 轨 线 与 9 相继 交 于 点 (… , M-_1, Mo = 
M, Mi,… ). 由 构造 , 点 {Mj;} 是 点 M 在 Poincaré 映射 作用 下 的 像 : Mi = TiM. 序 
列 {Mj} 称 为 点 M 关于 Poincaré 映射 了 的 轨 线 . 显然 , 原 系 统 (3.1.1) 接近 于 周期 轨 
线 工 的 轨 线 的 性 态 由 映射 了 的 接近 于 不 动 点 M* = 工作 S( 因 为 Ta = M", 点 M* 
称 为 不 动 点 ) 的 轨 线 的 性 态 所 完全 确定 . 因此 , 例如 系统 (3.1.1) 的 轨 线 当 t 一 +oo 
时 趋 于 周期 轨 线 L, 当 且 仅 当 映射 T 的 对 应 的 轨 线 当 j 一 +ee 时 收敛 于 不 动 点 M+. 
在 原点 的 不 动 点 的 邻 域内 映射 了 可 以 写 为 形式 


T= Az+ yg(z), (3.1.5) 


其 中 


是 非 奇 异 (n x n) 矩阵 , g(0) = g'(0) = 0. 
在 研究 非 线 性 映射 (3.1.5) 之 前 研究 线性 化 映射 


五 一 47 (3.1.6) 


的 轨 线 的 性 态 是 有 用 的 . 


3.2 ” 非 退 化 的 一 维和 二 维 线性 映射 ‘85. 


我 们 将 在 下 面 看 到 , 与 平衡 态 的 特征 指数 一 样 , 在 确定 Poincaré 映射 在 不 动 点 
附近 的 动力 学 中 起 关键 作用 的 是 属于 矩阵 4 的 特征 值 . 这 些 特 征 值 称 为 不 动 点 乘 子 
或 相应 周期 轨 线 的 乘 子 . 

不 难看 出 , 乘 子 在 光滑 变量 变换 下 不 变 . 事实 上 , 如 果 我 们 作 下 面 的 坐标 变换 

z= By+w(y), 
其 中 det B 承 0, w(0) = 0, y'(0) = 0, 故 它 并 不 移动 原点 , 于 是 在 新 坐标 下 映射 (3.1.5) 
变 成 
By+ YY) = ABy+ Ay(y) +g(By + yw(Y)) 
或 者 
y=B- ABy+:.. 3 
其 中 省 略 号 表示 非 线性 项 . 由 于 矩阵 B-14B 与 4 相似 , 它们 有 相同 的 特征 值 . 

显然 也 有 , Poincark 映射 的 乘 子 既 不 依赖 于 点 M* 在 L 上 的 选择 , 又 不 依赖 于 
3 关于 在 周期 轨 线 的 特殊 选择 . 由 于 从 一 个 横 截面 到 另 一 个 横 截面 的 飞行 时 间 光 滑 
地 依赖 于 初始 点 , 沿 着 系统 的 轨 线 从 一 个 模 截 面 到 另 一 个 横 截 面 的 映射 是 Cr - 微分 
同 胚 , 因此 , 截面 的 改变 可 简单 地 认为 是 坐标 的 改变 . 

在 下 面 几 节 我 们 将 研究 动力 系统 在 结构 稳定 ( 粗 ) 周期 轨 线 , 即 乘 子 绝对 值 不 等 
于 1 的 周期 轨 线 附近 的 轨 线 性 态 , 即 那些 没有 乘 子 的 绝对 值 等 于 1 的 周期 轨 线 附近 . 
我 们 将 从 研究 Poincaré 映射 的 结构 稳定 不 动 点 开始 . 在 这 里 要 注意 , 部 分 不 动 点 理 
论 , 虽然 不 是 绝对 的 , 也 是 重复 平衡 态 理论 . 因此 , 下 面 我 们 用 与 第 2 章 相 同 的 方法 
开展 我 们 的 研究 , 即 先 考察 线性 情形 , 再 考虑 非 线 性 情形 , 最 后 讨论 它们 之 间 的 对 应 . 


3.2 ” 非 退 化 的 一 维和 二 维 线性 映射 


在 这 一 节 和 下 面 几 节 我 们 将 研究 线性 映射 . 我 们 的 兴趣 在 于 Poincaré 映射 在 周 
期 轨 线 附近 的 线性 化 , 换 句 话说 , 在 于 具有 非 奇 异 Jacobi 矩阵 的 线性 映射 


T= 4z， det A#0. 
我 们 从 一 维 线性 映射 开始 . 它 写 为 形式 
3=p%, (3.2.1) 


其 中 p 取 0,z e Rl!. 
容易 看 出 , 当 |p| < 1 时 在 原点 O 的 不 动 点 稳定 . 点 zo 的 迭代 zi 由 公式 


Ti = pTo 
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给 出 , 其 中 如 果 |p| < 1, 则 


lim Zz;=0. 
J 一 十 co 


另 一 方面 , 如 果 |p| > 1 则 不 动 点 不 稳定 . 
一 维 情形 点 的 迭代 的 性 态 可 用 Lamerey 图 来 解释 , 它 的 构造 如 下 . 对 映射 


z= f(z), 


函数 f(z) 的 图 像 与 分 角 线 ! 3 = zx 画 在 (x,x) - 平面 内 . 轨 线 由 折线 表示 : 设 {zj} 
是 轨 线 , 坐标 为 (zj,zj41) 的 每 一 点 位 于 图 f(z) 上 , 每 一 点 (zj,z;) 位 于 分 角 线 
五 = 2 上. 每 一 点 (zj,2)) 与 下 一 点 (zj zi+1i) 铝 直 地 连接 , 后 者 接 下 来 与 下 一 点 
(zj+1, Tj+1) 水 平地 连接 , 等 等 . 这 个 过 程 是 重复 迭代 , 图 3.2.1 一 图 3.2.4 显示 了 四 个 
典型 的 Lamerey 图 . 


0 一 P 一 TI 


图 3.2.1 Lamerey 阶梯 图 . 原点 是 稳定 不 动 点 : O 的 邻 域内 的 所 有 点 都 收敛 于 0. 


当 函 数 f(z) 单调 增加 时 , 所 得 的 图 称 为 Lamerey 阶梯 图 (图 3.2.1 和 图 3.2.2). 
当 f(z) 单调 减少 时 的 图 称 为 Lamerey 螺 线 , 见 图 3.2.3 和 图 3.2.4. 

在 p= 1 的 退化 情形 , 所 有 点 都 是 不 动 点 . 当 p = -1 时 , 所 有 点 除了 原点 O 都 
是 周期 为 2 的 周期 点 , 即 映 射 T? 的 不 动 点 , 其 定义 为 


网 他 (2 (3.2.2) 
U2 Q21 Qa22 U2 


1 45° 线 . 
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p>1 


图 3.2.2 ”原点 是 不 稳定 不 动 点 时 的 Lamerey 阶梯 图 . 


-1<Pp<0 


图 3.2.3 ”一 个 Lamerey 螺 线 的 例子 ; 从 zo 开始 的 轨 线 如 顺 时 针 直 角 螺 线 . 


如 果 和 矩阵 4 的 两 个 特征 值 是 相 异 实数 , 则 非 退 化 的 线性 坐标 变换 将 Poincaré 映 
射 化 为 形式 
T=p17, Y= p2y. (3.2.3) 


初始 点 (zo0, yo) 的 迭代 由 
zj; = pizo, Y= psyo (3.2.4) 


给 出 . 
存在 四 种 情形 待考 虑 : 
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p=-l 


图 3.2.4 ”一 个 “不 稳定 ”Lamerey 螺 线 的 例子 . 轨 线 {zi} 从 在 原点 的 不 动 点 处 发 散 . 


(1) |pi| < 1 (i = 1,2). 在 这 种 情形 , 在 原点 O 的 不 动 点 是 指数 式 稳定 的 , 称 它 为 
稳定 结 点 .假设 loi| > |pz|, 则 所 有 轨 线 除了 位 于 非 主 ( 强 稳定 ) y 轴 上 的 , 当 
j 一 十 oo 时 都 与 主轴 z 相 切 地 趋 于 O. 在 稳定 结 点 邻 域内 的 轨 线 性 态 如 图 3.2.5 
和 图 3.2.6 所 示 . 


0<m<4<1 


图 3.2.5 “具有 正 乘 子 0 < pz < pl < 1 的 稳定 结 点 (+). 点 M 的 轨 线 {TiM} 与 主 方向 z 相 切 地 
进入 原点 . 


(2) loil > 1 (i = 1,2). 如 果 我 们 考虑 逆 映 射 T-!, 这 个 情形 就 化 为 上 一 情形 . 这 个 
不 动 点 称 为 不 稳定 结 点 . 
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-1I<A<00< pi 2IK14| 


图 3.2.6 ”具有 负 主 乘 子 pl 的 稳定 结 点 (-). 因此 , 每 次 迭代 后 z 坐标 改变 它 的 符号 . 


(3) lpi| < 1 和 |pz| > 1. 具有 这 个 类 型 乘 子 的 不 动 点 称 为 鞍点 . 从 (3.2.4) 看 出 , zx 
轴 和 y 轴 关 于 映射 (3.2.3) 都 是 不 变 的 . 当 j 一 +ce 时 z 轴 上 的 点 都 趋 于 O, y 
轴 上 的 点 当 5 一 -co 时 趋 于 O. 鉴于 此 , 我 们 分 别称 > 轴 和 y 轴 为 鞍点 O 的 
稳定 子 空间 和 不 稳定 子 空间 . 所 有 其 它 轨 线 都 先 靠近 鞍点 而 后 离开 鞍 点 . 它们 
的 轨迹 依赖 于 乘 子 的 符号 . 四 种 不 同 的 情况 如 图 3.2.7 (a) 一 3.2.7 (d) 所 示 . 


0<2<1,2>!1 


(a) 鞍点 (+, 十 ). y 轴 与 不 稳定 方向 重合 , z 轴 与 稳定 方向 重合 . 
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0<P<1,L<-l 


(b) 鞍点 (+, 一 ). 在 每 次 迭代 后 轨 线 {TiM} 的 y 坐标 改变 符号 . 


y -1<A<0, 记 >1 


(c) 鞍点 (-,+). 因为 对 应 的 乘 子 pi 是 负 的 , 这 里 “跳跃 ”的 方向 是 > 轴 . 
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-1<4<0,Q4<-1 


了 
| 


(d) 鞍点 (-, 一). 初始 点 M 的 轨 线 沿 着 位 于 第 一 和 第 三 象限 的 双 曲 线 离开 原点 
图 3.2.7 
(4) 复 共 斩 乘 子 p12 = pe+*. 在 该 情形 Poincaré 映射 可 以 写 为 形式 


z= p(Tcosw— ysinw), 


Y= p(y cosw + zsinw), 


或 者 在 极 坐 标 (7, yp) 下 为 形式 
(3.2.5) 


点 (ro, yo) 的 第 ;j 次 迭代 是 
7j = piro, 


pi = po + wi. 
当 p < 1 时 , 点 O 称 为 稳定 焦点 . 在 这 种 情形 , 所 有 位 于 对 数 螺 线 上 的 轨 线 盘 


旋 进 入 原点 , 如 图 3.2.8 所 示 . 
当 p > 1 时, 不 动 点 O 称 为 不 稳定 焦点 . 在 这 种 情形 , 当 j 一 +co 时 所 有 轨 线 


从 点 O 的 任何 邻 域内 发 散 . 
在 p = 1 的 退化 情形 , 我 们 指出 从 (3.2.5) 得 5 =7, 即 任何 中 心 在 原点 O 的 圆 
周 关于 这 个 映射 是 不 变 的 . 在 这 个 不 变 圆 周 上 映射 的 限制 有 形式 
B=p+w (mod 27). 
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图 3.2.9 ”退化 映射 的 轨 线 性 态 的 一 个 例子 . 整个 z 轴 由 不 动 点 组 成 . 


如 果 w 与 2r 可 公 度 的 , 即 对 某 整数 M 和 N 有 w = 2rM/N, 则 所 有 的 点 都 是 周期 
为 N 的 周期 点 , 因为 


pN=p+Nw=yp+2rM=y (mod 27). 


因此 , 所 有 点 都 是 映射 7 的 第 N 次 和 迭代 的 不 动 点 . 由 此 得 知 TN 是 恒 同 映射 . 


3.3 ”高 维 线性 映射 的 不 动 点 .93 - 


如 果 w 与 2r 不 可 公 度 的 , 则 任何 点 yo 的 轨 线 是 非 周 期 的 . 此 外 , 我 们 可 以 证 
明 点 集 


{ejjts 
在 任何 圆周 上 稠密 . 
图 3.2.9 显示 了 一 个 更 退化 的 情形 : pi = 1, loz| < 1. 这 里 z 轴 上 的 所 有 点 都 是 


不 动 点 . 任何 直线 z = 常数 关于 这 个 映射 不 变 . 在 每 一 条 直线 上 的 轨 线 都 趋 于 对 应 
的 不 动 点 . 


3.3 ”高 维 线性 映射 的 不 动 点 


考虑 n 维 映射 
izi= 47， rE€ER". (3.3.1) 


如 同 我 们 在 前 面 讨论 的 线性 微分 方程 系统 , 选择 坐标 系 使 得 矩阵 4 表示 为 实 Jordan 
形 : 


4=40+A4 (3.3.2) 
其 中 49 是 分 块 对 角 和 矩阵 
Al 0 
42 
A = 本 (3.3.3) 
0 4n 
Jordan 块 
Ai = (p), (3.3.4) 
对 应 矩阵 4 的 每 个 实 特 征 值 ( 乘 子 ) p. 块 
yr [ss 一 | (3.3.5) 
SILD COS ww 


对 应 每 一 对 共 罗 复 乘 子 pe+%. 仅 当 矩阵 4 有 重 特征 值 时 矩阵 A4 非 零 . 在 这 种 情 
形 下 , 可 在 R" 中 选择 基 , 使 得 对 无 穷 小 常数 = > 0 有 


IAAl| < = (3.3.6) 


( 见 2.3 节 ). 
显然 
141 gp, 
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其 中 p' 是 矩阵 4 的 所 有 特征 值 的 绝对 值 的 最 大 值 . 因此 
lAll<p' +e. (3.3.7) 
映射 (3.3.1) 的 办 线 由 方程 
zj = Aixo (3.3.8) 
给 出 . 当 矩 阵 4 的 所 有 特征 值 严格 位 于 单位 圆 内 时 , 由 (3.3.7) 得 知 
lzjll < APIzoll < (p+e)llzoll, 对 了 >0， (3.3.9) 


即 当 ; 一 +oo 时 所 有 轨 线 都 指数 式 地 收敛 于 在 原点 的 不 动 点 . 

当 转 移 到 任意 基 时 改变 了 估计 (3.3.9), 这 时 出 现在 右 端的 某 个 常数 一 般 来 说 大 
于 1 ( 见 2.3 节 中 的 公式 (2.3.17) 和 (2.3.18)). 

在 稳定 平衡 态 情形 , 我 们 可 以 引信 稳定 不 动 点 的 主 乘 子 与 非 主 乘 子 的 概念 . 

按 绝对 值 递减 次 序 对 乘 子 进行 排列 , 令 前 面 m 个 乘 子 其 绝对 值 相等 , 即 


lIp|l=……=|pml=p， lpi|<p <1l 对 i>m+l1. 


用 Er 表示 矩阵 4 对 应 于 乘 子 (p1,… ,pm) 的 mm 维特 征 子 空间 , 6 表示 对 应 于 乘 
子 (pm+1,… ,Pn) 的 (n 一 m) 维 的 特征 子 空间 , 子 空间 E7 称 为 主 不 变 子 空间 , 6” 
称 为 非 主 不 变 子 空间 或 者 强 稳定 不 变 子 空间 . 

每 一 个 向 量 z e R" 可 唯一 表示 为 形式 


T=Vu++v, 


其 中 we Er, wv € E53. 在 坐标 系 (u,v) 下 , 映射 (3.3.1) 可 以 写 为 


其 中 谱 Ar = {p1,: ;pm}, 谱 Ass = {pm+1, , ;pn}-. 映射 的 轨 线 由 公式 


ALuo, (3.3.10) 
vy 一 .427。u0 

给 出 . 

如 在 (3.3.7) 中 , 我 们 有 


lull > (2 = e)? woll, 


， (3.3.11) 
will < (lpm+il + e)?llvoll, 


3.3 ”高 维 线性 映射 的 不 动 点 . 95 . 


对 5” 和 E** 适当 选取 基 , 可 使 得 其 中 的 < 任意 小 . 故 对 某 个 常数 v > 1, 我 们 得 到 
下 面 的 不 等 式 
llvsll: woll” < llvoll: lull”. (3.3.12) 
因此 , 所 有 wo 天 0 ( 即 在 Es* 外 ) 的 轨 线 , 当 j 一 +co 时 都 与 子 空间 E7 相 切 地 
趋 于 O. 此 外 , 任何 这 样 的 轨 线 其 收敛 于 O 的 速度 不 快 于 (p' - e)i, 但 是 , 在 gss 中 
的 轨 线 收敛 于 O 的 速度 快 于 (lom+al + se)7, 其 中 常数 = > 0 可 选任 意 小 . 
至 于 在 主 坐标 u 上 的 轨 线 的 性 态 , 可 以 指出 三 类 主要 的 稳定 不 动 点 : 


(1) 在 m = 1 的 情形 , 即 当 p; 是 实数 且 jm| < pi (i = 2,… ,n) 时 , 主子 空间 是 直 
线 . 当 p1 > 0 时 所 有 在 Ess 外 的 轨 线 从 > 0 或 者 v < 0 沿 着 某 个 方向 收敛 于 
O, 如 图 3.2.5 所 示 . 这 样 的 不 动 点 称 为 稳定 结 点 (十 ). 

(2) 当 m=1 且 pi <0 时 ,所 有 除了 在 Es 内 的 轨 线 都 沿 着 v 轴 收 敛 于 O, 但 是 每 
次 相继 迭代 后 都 改变 v 坐标 的 符号 , 如 图 3.2.6 所 示 . 这 样 的 不 动 点 称 为 稳定 结 
点 (一 ). 

(3) 当 m=2 且 pa = peti,wg{f0,rl 时 , 不 动 点 称 为 稳定 焦点 . 不 动 点 的 主子 
空间 是 二 维 的 , Es* 以 外 的 所 有 轨 线 都 沿 着 螺 线 趋 于 O 时 与 平面 相 切 . 


对 完全 不 稳定 不 动 点 的 情形 , 其 所 有 乘 子 mi 的 绝对 值 都 大 于 1, 可 通过 它 的 逆 映 
射 (因为 矩阵 4-: 的 特征 值 刚好 等 于 pi!) 化 为 前 一 情形 . 因此 类 似 于 (3.3.9) 的 估 
计 

lzjll < (4™ zoll < (p’ —e)’llzoll 对 7<0， (3.3.13) 
成 立 , 其 中 p' 是 乘 子 pi (i = 1,… ,n) 绝对 值 的 最 小 者 . 当 j 一 -co 时 所 有 轨 线 都 
指数 式 地 趋 于 0O. 

如 在 稳定 不 动 点 的 情形 , 我 们 现在 可 以 定义 主 不 变 子 空间 与 非 主 不 变 子 空间 , 并 
按照 乘 子 的 符号 选择 三 类 完全 不 稳定 不 动 点 : 不 稳定 结 点 (十 ), 不 稳定 结 点 (-) 以 
及 不 稳定 焦点 . 

当 不 动 点 的 某 些 乘 子 严格 位 于 单位 圆 |p;| < 1 (i = 1,… ,k) 内 , 而 所 有 其 它 乘 
子 位 于 单位 圆 外 : |oj| > 1 0 = 大 上 1 ,n) 时 , 这 样 的 不 动 点 称 为 鞍点 不 动 点 . 这 
时 线性 非 退 化 的 坐标 变换 将 映射 变 为 形式 
= A 
= 4+v， 


其 中 谱 4- = {pi1,… ,ph 谱 4+ = {pgp41,-… ,pnj, UER*,veERR"*, 对 和 w 我 
们 分 别 有 类 似 于 (3.3.9) 和 (3.3.13) 的 估计 . 这 意味 着 从 稳定 不 变 子 空间 £5 :v= 0 
和 不 稳定 不 变 子 空间 E* : u = 0 出 发 的 轨 线 分 别 当 j 一 十 oo 和 了 一 一 00 时 指数 式 
地 趋 于 鞍点 O. 所 有 其 它 轨 线 从 O 的 小 邻 域内 离开 . 

因此 , 在 稳定 子 空间 25*, 鞍点 是 稳定 不 动 点 , 在 不 稳定 子 空间 E*, 它 是 完全 不 稳 
定 不 动 点 . 进一步 , 在 6s 和 E* 中 可 以 选取 稳定 和 不 稳定 、 主 和 非 主 流 形 E*7,E*r,E。s 


[3 


(3.3.14) 


SI 
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和 Ew. 我 们 称 直 和 Ess = Es @ Er 为 扩展 稳定 不 变 子 空间 , E45 = Ev @ EsL 为 扩 
展 不 稳定 不 变 子 空间 . 不 变 子 空间 Er = E"2 门 EsB 称 为 主 鞍 点 不 变 子 空间 . 

当 点 O 在 E* 和 Ev 中 都 是 结 点 时 , O 称 为 鞍点 . 当 O 至 少 在 子 空间 gs 和 Er 
之 一 中 是 焦点 时 , 称 它 为 鞍 - 焦点 . 


3.4 不 动 点 的 拓扑 分 类 


在 第 2 章 我 们 已 经 看 到 , 微分 方程 系统 在 结构 稳定 平衡 态 附 近 拓扑 等 价 于 它 的 
线性 化 系统 . 类 似 的 阐述 适合 于 结构 稳定 不 动 点 . 这 允许 我 们 在 结构 稳定 周期 轨 线 
附近 叙述 对 微分 方程 系统 的 完全 分 类 

与 拓扑 等 价 恰 当 类 似 的 是 拓扑 共 思 . 


定义 3.1 ”分 别 定义 在 区 域 D; 和 Da 内 的 两 个 微分 同 胚 五 和 Ts 称 为 在 区 域 
Ui SC Di 和 Us。 C D2 内 拓扑 共 思 , 如 果 存 在 同 胚 7 : 页 一 Uz, 将 第 一 个 微分 同 胚 的 
轨 线 ( 半 轨 线 , 轨 线 的 一 段 ) 映 为 第 二 个 微分 同 胚 的 轨 线 ( 半 轨 线 , 轨 线 的 一 段 ). 


换 句 话说 , 对 任何 点 ze Di, 下面 的 等 式 成 立 ( 见 图 3.4.1) 


nT1(z)) = Te(n(z)). (3.4.1) 


图 3.4.1 ”实现 分 别 定义 在 子 区 域 U， 和 U。 上 的 两 个 映射 T 和 Ts 之 间 的 拓扑 共 亏 的 同 胚 
7(Ti(z)) = T2(n(z)) 的 图 像 表 示 . 


定理 3.1 (Grobman-Hartman) ” 设 O 是 微分 同 胚 T 的 结构 稳定 不 动 点 . 则 
存在 点 O 的 邻 域 0 和 Us, 其 上 的 微分 同 胚 和 它 的 线性 部 分 拓扑 共 思 . 
在 结构 不 稳定 ( 非 粗 ) 情形 类 似 的 结论 并 不 成 立 . 容易 证 明 当 线性 映射 


j= 4Az (3.4.2) 


3.4 不 动 点 的 拓扑 分 类 “97. 


的 答 阵 4 有 某 些 乘 子 的 绝对 值 等 于 1 时 , 我 们 可 以 加 入 非 线 性 项 g(z) 使 得 映射 


T= 47 十 g(zZ) (3.4.3) 
不 拓扑 共 印 于 它 的 线性 部 分 (3.4.2). 例如 , 一 维 映射 


的 不 动 点 . 


x+x2 


3.4.2 ”Lamerey 阶梯 图 . 函数 f(z) = z+ x? 的 图 像 与 分 角 线 相 切 于 鞍 - 结 点 型 的 不 动 点 . 


考虑 另 一 个 例子 : 具有 稳定 不 动 点 O 的 映射 ( 见 图 3.4.3) 
ZE=—r+r3 
不 拓扑 共 固 于 它 的 线性 部 分 
元 一 一 IT， 


对 后 者 , 所 有 点 (除了 O) 都 是 周期 2 的 周期 轨 线 . 
下 面 我 们 考虑 不 动 点 具有 一 对 复 共 轿 匀 子 et+iw 的 线性 映射 
互 王 Tcosw 一 VSincw， 
一 2 


(3.4.4) 
sinw + Ycosw 
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图 3.4.3 ”映射 z= 一 z 十 x3 的 Lamerey 螺 线 . 映射 的 导数 在 原点 以 外 其 绝对 值 小 于 1: 不 动 点 是 
稳定 的 . 


的 例子 , 所 有 轨 线 位 于 中 心 在 点 0(0,0) 的 不 变 圆 周 ( 见 3.2 节 ) 上 . 这 个 映射 不 与 
映射 
五 二 Tcosw 一 ysinw 一 Z(z2 十 ?2)cosw， 

Y=7zsinw+ycosw — yz? + ) cosw aad 
共 轿 , 后 者 的 轨 线 沿 着 螺 线 趋 于 O (类 似 于 2.5 节 给 出 的 平衡 态 例子 ). 

由 定理 3.1 得 知 , 当 微分 同 胚 T 的 不 动 点 O 的 所 有 乘 子 的 绝对 值 都 小 于 1 时 ， 
所 有 向 前 轨 线 都 趋 于 O. 当 所 有 乘 子 都 在 单位 圆 外 时 , 从 点 O 小 邻 域内 出 发 的 向 后 
轨 线 都 趋 于 不 动 点 . 映射 T 的 向 前 迭代 使 得 所 有 轨 线 (除了 不 动 点 ) 都 从 不 动 点 的 
邻 域 离 开 . 

在 鞍点 情形 , 即 存 在 单位 圆 内 和 单位 圆 外 的 乘 子 , 不 动 点 有 (局 部 ) 稳定 不 变 流 
形 Ws 和 不 稳定 不 变 流 形 Wh, 它们 是 通过 建立 拓扑 共 轿 的 同 胚 7 之 后 相应 的 线性 
化 系统 的 不 变 子 空间 Es 和 E* 的 像 . 因此 , Wis 内 任何 点 的 向 前 半 轨 线 整 个 地 位 于 
Ws。 内 并 趋 于 鞍点 O， 另 一 方面 Wit。 中 任 给 一 点 的 向 后 半 轨 线 整个 地 位 于 Wit。 
内 并 趋 于 O. 稳定 流 形 的 维 数 等 于 单位 圆 内 乘 子 的 个 数 , 不 稳定 流 形 的 维 数 等 于 单 
位 圆 外 乘 子 的 个 数 . 不 在 WU Wi 内 的 点 的 轨 线 从 鞍点 的 任何 邻 域内 发 散 . 

显然 , 如 果 鞍 点 不 动 点 附近 的 一 个 微分 同 胚 拓扑 共 斩 于 另 一 个 不 动 点 附近 的 另 
一 个 微分 同 胚 , 则 两 个 鞍点 的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 的 维 数 必须 相等 (一 般 在 稳定 不 动 点 
情形 我 们 可 以 假设 W* ={@}, 因此 dim Wr = 0; 对 完全 不 稳定 点 , 假设 Ws = {C]}， 
因此 dim Ws = 0). 但 是 , 与 结构 稳定 平衡 态 情形 相对 照 的 是 , 稳定 和 不 稳定 流 形 的 
维 数 不 是 不 动 点 附近 拓扑 共 鲍 仅 有 的 不 变量 . 


3.4 不 动 点 的 拓扑 分 类 ' 99. 


为 了 寻找 新 的 不 变量 , 我 们 注意 到 , Grobman-Hartman 定理 可 以 推广 如 下 : 


在 原点 邻 域内 , 没有 乘 子 在 单位 圆 上 的 线性 非 奇异 映射 ,拓扑 共 示 于 任何 充分 
接近 的 映射 . 
特别 地 , 由 此 得 知 , 任何 两 个 接近 的 线性 映射 拓扑 共 斩 . 故 对 任意 两 个 矩阵 40 
和 hi, 映射 

z=Aor 和 z= Aiz 


拓扑 共 轿 ,如果 我 们 可 以 构造 一 个 连续 依赖 于 参数 s e [0,1] 的 矩阵 族 4(s), 使 得 
4(0) = ho 和 4(1) = 41, 只 要 所 有 的 和 矩阵 4(s) 是 非 奇 异 的 且 没 有 特征 值 在 单位 圆 
下; 

不 难 验 证 这 样 的 族 存 在 , 当 且 仅 当 两 个 矩阵 A4o。 和 Ai 的 单位 圆 内 和 单位 圆 外 的 


乘 子 个 数 对 应 相同 , 且 有 相同 的 值 6 和 6,, 其 中 56。 = sign I Pi; bu = sign I ,A 


这 里 (p1,… ,pk) 是 单位 圆 内 的 乘 子 , (pk+1… , pn) 是 单位 圆 外 的 乘 子 当 0 连续 
改变 到 41 时 值 5。 和 6 保持 不 变 , 因为 乘 子 的 积 只 有 当 至 少 有 一 个 乘 子 为 零 时 才 
可 改变 它 的 符号 , 而 这 只 有 对 退化 映射 才 有 可 能 . 

因此 , 当 某 些 不 动 点 有 相同 的 拓扑 类 型 时 , 即 四 个 数 的 集 (k, 5s,m 一 ,6。) 相同 
时 , 它们 才 拓 扑 共 思 , 即 在 这 些 不 动 点 附近 定义 的 微分 同 胚 之 间 存 在 建立 拓扑 共 斩 
的 同 胚 . 特别 地 , 在 不 动 点 附近 , 任何 一 个 微分 同 胚 拓扑 共 印 于 映射 


z= 4sz， T= Ay, (3.4.6) 
其 中 4s 和 Ar 分 别 代表 (k x &) 矩阵 和 (n 一 k) x (n 一 k) 矩阵 : 
1/2 0 2 0 
1/2 2 
A = ey 
0 6s/2 0 26, 


我 们 应 该 强调 , 具有 不 同 5。 值 的 (3.4.6) 类 型 的 映射 不 能 拓扑 共 罗 ， 因为 映射 
(3.4.6) 在 稳定 不 变 子 空间 y = 0 上 的 限制 z = 4s*z 在 R* 保持 定向 , 只 要 bs = 1, 但 
是 如 果 56s = 一 1 就 不 保持 . 这 个 断言 也 适用 于 6. 总 之 , 我 们 有 下 面 的 定理 ; 


定理 3.2 ”两 个 结构 稳定 不 动 点 拓扑 共 示 , 当 且 仅 当 它们 的 拓扑 类 型 相同 . 


因此 , n 维 映射 的 结构 稳定 不 动 点 的 拓扑 类 型 的 个 数 , 超过 R" 中 微分 方程 的 结 
构 稳 定 平衡 态 的 拓扑 类 型 的 个 数 . 故 二 维 微分 同 胚 可 以 有 两 类 稳定 和 不 稳定 不 动 点 
以 及 四 类 鞍点 不 动 点 . 例如 , 两 个 线性 映射 
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都 有 结 点 型 不 动 点 , 但 第 一 个 可 定向 , 第 二 个 则 不 可 定向 . 
( 注 : 具有 一 对 共 罗 复 乘 子 的 不 动 点 也 有 可 定向 结 点 的 拓扑 类 型 .) 


观察 下 面 的 映射 
=2z 和 人 =27 
y= 2y y= 一 2V 


它们 在 原点 分 别 有 可 定向 和 不 可 定向 的 不 稳定 拓扑 结 点 . 
拓扑 鞍点 (bs = (+),6u = (+)) 和 (6s = (一 ), 6 = (一 )) 的 例子 分 别 由 


给 出 . 
拓扑 鞍点 (+, 一 ) 和 (一 ,十 ) 的 例子 分 别 由 


给 出 . 
显然 , 在 5。 > 0 的 情形 , 鞍点 的 稳定 不 变 流 形 (这 里 是 > 轴 ) 被 点 O 划分 为 两 
个 部 分 , 即 射线 zx > 0 和 z < 0, 每 一 个 关于 映射 是 不 变 的 . 在 bs < 0 的 情形 , 这 两 
条 射线 在 将 一 个 映 为 另 一 个 的 意义 下 不 再 是 分 开 不 变 的 . 类 似 地 , 值 5 确定 鞍点 O 
的 不 稳定 流 形 的 结构 . 

我 们 必须 强调 , Poincaré 映射 在 及 " 中 总 是 保持 定向 , 即 周期 轨 线 的 所 有 乘 子 的 
积 是 正 的 . 由 此 得 知 , Poincaré 映射 的 不 动 点 的 5 和 6 值 必须 有 相同 的 符号 . 但 是 
Poincaré 映射 在 不 变 (稳定 或 不 稳定 ) 流 形 上 的 限制 就 可 不 继续 保持 定向 (例如 当 5 
和 6 都 是 负 时 ). 因此 , 对 不 可 定向 映射 的 不 动 点 的 研究 是 有 意义 的 . 

我 们 在 3.1 节 已 经 指出 , Poincaré 映射 不 动 点 的 乘 子 的 值 (因此 , 它 的 拓扑 类 型 ) 
与 截面 的 选择 无 关 , 即 我 们 总 可 以 确切 地 定义 周期 轨 线 的 拓扑 类 型 (k, 65,,n 一 ,6,). 
为 了 完成 我 们 的 分 类 , 我 们 参照 下 面 的 简单 论述 . 


引 理 3.1 ”假设 微分 方程 系统 Xi 有 周期 轨 线 L1, 系统 X。 有 周期 轨 线 工 ?2. 则 
在 轨 线 L1 邻 域内 的 系统 Xi 与 在 轨 线 L2 邻 域内 的 系统 X2 拓扑 等 价 , 当 且 仅 当 它 
们 各 自 的 Poincaré 映射 在 对 应 的 不 动 点 附近 拓扑 共 罗 (与 截面 的 选择 无 关 ). 


由 这 个 引 理 和 定理 3.2 我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 3.3 ”两 个 结构 稳定 周期 轨 线 局 部 拓扑 等 价 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 拓扑 
类 型 . 


3.5 “稳定 不 动 点 附近 非 线性 映射 的 性 质 . 101 . 


3.5 ”稳定 不 动 点 附近 非 线性 映射 的 性 质 


上 一 节 我 们 形式 上 对 结构 稳定 周期 轨 线 附近 的 动力 系统 作 了 完全 的 描述 . 但 是 
周期 轨 线 以 及 平衡 态 的 这 种 拓扑 分 类 太 粗 糙 ， 例如 ， 结 点 和 焦点 的 等 价 性 断言 从 实 
用 观点 看 有 些 奇怪 . 我 们 将 在 下 面 考虑 结构 稳定 不 动 点 的 更 精细 (也 更 重要 ) 的 特 
征 . 

假设 映射 

| Py PR (3.5.1) 
其 中 
h(0) = 0， (0)=0 (3.5.2) 
在 原点 有 稳定 不 动 点 . 这 意味 着 矩阵 4 的 所 有 乘 子 pi (i = 1,… ,n) 的 绝对 值 都 严 
格 小 于 1. 不 难 验证 从 原点 小 邻 域内 开始 的 所 有 轨 线 都 指数 式 地 赵 于 O. 事实 上 , 如 
果 我 们 选择 Jordan 基 , 可 以 验证 对 和 矩阵 4 的 范 数 , 估计 (3.3.9) 满足 . 即 


Ia sw+e， 


其 中 p' = ,max |pi| < 1. 从 关系 


1 
h(xz) = 彤 (0) 十 =/ 几 (sz)ds 
0 


我 们 有 
lh(z)ll < zl pa, Gl. 
因此 
Ih(z) < ellzll, (3.5.3) 


其 中 es > 0 可 选择 任意 小 , 因为 z 假定 是 小 的 . 
从 而 , 对 映射 (3.5.1) 我 们 得 到 


(zl < IANllzll + la(o) < (p’ + 2e)llzll, 
或 者 , 等 价 地 , 对 初始 点 zo 的 第 7 次 迭代 有 
lzjll < (p’ + 2e)’ llzoll, (3.5.4) 


其 中 当 j 一 +eo 时 zj 一 0, 因为 p' < 1 以 及 e 可 以 使 得 任意 小 . 
现在 我 们 对 和 矩阵 4 的 特征 值 进行 重 排 , 使 得 


lpl=.…=|pml=p, lpl<p 对 i=m+l, ,Nn. 


* 102 第 3 章 动力 系统 的 结构 稳定 周期 轨 线 


Se 41 0 | 
0 42 


其 中 谱 41 一 {p1, 人 pr}, 谱 A2 一 {pm+1, ,pn}. 映射 (3.5.1) 现在 取 形 式 


于 是 矩阵 4 可 以 表示 为 


入 二 Ail 十 flu, v), 
t= 42u + g(u,v), 


其 中 心 = (wi,… ,um) 和 w= (wi1,… ,vn_m) 是 z 在 矩阵 4 的 主 和 非 主子 空间 上 的 
投影 , 函数 f,ge C" 且 


(3.5.5) 


f(0)=0, g(0)=0, f"(0)=0, g'(0)=0. (3.5.6) 
在 第 5 章 中 我 们 将 证 明 下 面 的 定理 : 


定理 3.4 (关于 非 主流 形 ) ”在 点 O 的 邻 域 0 内 存在 唯一 的 (n 一 m) 维 Cr - 
光滑 的 非 主 ( 强 稳 定 ) 不 变 流 形 Wiss 


uv = (oh)， 
其 中 
2(0) = wo(0) = 0. (3.5.7) 
由 定理 3.4 得 到 下 面 的 结果 . 


定理 3.5 ”对 任意 不 在 Wi3s 内 的 点 zo, 相应 的 轨 线 {zj};>o 沿 着 主 方向 w= 0 
趋 于 O, 且 
lzill > C(o — e)? dist(zo, Wiss), (3.5.8) 
其 中 C 是 某 个 正常 数 , 选择 适当 小 的 zo 可 以 使 得 s 任意 小 . 
证 明 ”首先 , 我 们 用 变量 变换 


w=u— p(v) (3.5.9) 
将 流 形 Wiss 直 化 . 
在 新 变量 下 Wiss 的 方程 是 w = 0. 这 个 流 形 的 不 变性 导致 当 w= 一 0 时 名 = 0. 
由 于 函数 yp(v) 不 包含 线性 项 ( 见 (3.5.7)), 变换 (3.5.9) 不 改变 映射 的 线性 部 分 . 因 
此 在 新 变量 下 , 映射 (3.5.5) 变 为 
w= (41 + f(w,v))w, (3.5.10) 
d= A2v + gw + pV),v), (3.5.11) 
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其 中 
f(0,0) = 0. (3.5.12) 
在 Jordan 基 下 ( 见 3.3 节 ), 对 和 矩阵 4; 的 范 数 我 们 有 


4 2p — 5. 
由 此 以 及 (3.5.10) 和 (3.5.12) 得 
lwll > (p’ — a)llwll, (3.5.13) 


只 要 jlw,vl| 充分 小 ， 如 我 们 已 经 指出 的 , 当初 始点 的 范 数 |lwo, vol| 充分 小 时 , 范 数 
oo 对 所 有 7 > 0 也 小 . 因此 , 不 等 式 (3.5.13) 对 任何 偶 (wj,wj41 = ww;) 成 立 . 
从 而 , 我 们 得 到 估计 
llaozl > (p’ 一 sj2llool， 

即 不 等 式 (3.5.8) 得 证 . 

现在 我 们 验证 当初 始点 不 属于 Wiss 时 , 它 的 轨 线 沿 着 主子 空间 v = 0 趋 于 0O. 
当 w 关 0 时 考虑 值 z= el 我 们 证 明 沿 着 映射 (3.5.10) (3.5.11) 的 轴线 (wu in 
有 zi 一 0. 

对 || 包 || 我 们 有 估计 (3.5.13). 类 似 地 , 从 (3.5.11) 我 们 得 到 


[ol 和 《lom+ail 十 sjlloll + lwll max | foll, 


其 中 最 大 值 是 在 直径 等 于 |lw,wl| 的 O 的 整个 邻 域内 取 的 . 由 (3.5.13), 得 


十 EE)||v; 
si < Lmtd + lvl 


(p’ — e)llw;ll 
(3.5.14) 
+ 三 21 + Kj, 
其 中 k= (|pm+1| 二 2 = 
(p' —&) 下 
Ai 一 0， 当 了 一 十 oo. (3.5.15) 
从 (3.5.14) 我 们 得 到 


pOtDzs < piz7 + -Ut py, 


J 
LGtl) yl <z0 + Dp thn, 
i=0 


jl 
zi < zo 十 》 pt hs. 
i=0 
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由 于 /< 1, 第 一 个 和 式 当 j 一 co 时 衰减 到 零 . 因此 , 为 了 证 明 z; -0, 我 们 需要 证 
明和 式 


i-1 
1 一 Dt pe 一 0. 
i=0 


如 果 令 «; 一 0, 这 个 表达 式 已 经 成 立 . 选择 自然 数 J 并 将 这 个 和 式 分 为 两 部 分 : 


J—1 j—1 
万 = 》 pt + Dlr. 
1 一 0 t=J 


J—1 I~1 
t=0 i=J i 
J—1 
< pi 2 mit+(l~—p)! max Fi， 
由 于 (3.5.15), (3.5.16) 中 的 第 二 项 当 J 增加 时 可 使 得 任意 小 . 选择 J 充分 大 也 可 使 
得 (3.5.16) 中 的 第 一 项 任意 小 , 因此 若 令 j 一 +oo, 万 为 任意 小 . 
因此 , 当 wo 关 0 时 , lojllyllaoill 一 0, 即 当 了 一 +eo 时 不 在 Wiss 中 的 任何 轨 线 
都 收敛 于 主流 形 . 由 此 , 我 们 证 明了 定理 3.5. 
在 非 主流 形 w = 0 上 映射 (3.5.10) 一 (3.5.11) 写 为 形式 


(3.5.16) 


d= A2v + g(p(v), v0). (3.5.17) 


在 这 个 流 形 上 点 O 是 具有 乘 子 (pm+1,… ,pn) 的 稳定 不 动 点 . 上 面 所 得 的 结果 可 应 
用 到 这 个 映射 . 特别 地 , 类 似 于 (3.5.4), 下 面 的 指数 估计 成 立 : 


vll < Cllpm+til + a) llvoll, (3.5.18) 


即 从 Wiss 出 发 的 任何 轨 线 非常 快 地 趋 于 O. 由 于 定理 3.4 和 定理 3.5 对 映射 (3.5.17) 
成 立 , 故 在 Wi 中 的 几乎 所 有 的 轨 线 以 指数 率 渐 近 等 于 |pm+1| 地 趋 于 O. 那些 更 
快 地 趋 于 O 的 特殊 轨 线 组 成 Cr - 光滑 流 形 Wisss, 它 在 O 处 切 于 和 矩阵 4 对 应 于 绝 
对 值 小 于 |pm+1| 的 乘 子 的 特征 子 空间 ， 对 映射 在 Wisss 上 的 限制 , 这 个 关于 非 主流 
形 的 定理 也 可 应 用 , 等 等 . 这 样 我 们 又 得 到 非 主流 形 的 分 层 : Was， W833, Wis353,.…， 
它们 由 以 越 来 越 快 的 收敛 速度 收敛 于 不 动 点 的 轨 线 组 成 . 

如 同 在 线性 的 情形 , 我 们 可 以 按照 映射 在 主 坐标 上 的 性 态 选取 三 个 主要 类 型 的 
稳定 不 动 点 : 结 点 (十 ), 结 点 (一 ) 和 焦点 . 

当 m= 1 时 点 O 称 为 结 点 , 即 当 主 乘 子 ol 是 唯一 的 且 是 实数 时 : 


1>|p|> |pi|l (= 2,.…,n). (3.5.19) 


此 外 , 当 0 < pi < 工时 这 点 称 为 结 点 (十 ), 当 -1 < pi < 0 时 称 它 为 结 点 (一 ). 
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当 m = 2 时 点 O 称 为 焦点 , 主 乘 子 是 复数 : 
1>|poil=|poz|>lpoil (=3,… ,n). (3.5.20) 


在 结 点 情形 , (n - 1) 维 非 主流 形 将 不 动 点 的 邻 域 划分 为 w > 0 和 w < 0 两 部 
分 . 这 里 对 主 坐 标 w, 方程 (3.5.10) 可 以 写 为 形式 


VD = pw + o(w). (3.5.21) 


可 以 看 到 , 当 mm > 0 时 每 一 部 分 关于 映射 是 不 变 的 . 不 在 Wiss 上 的 轨 线 沿 着 两 个 
方向 之 一 , 从 区 域 w > 0, 或 者 从 另 一 边 w < 0 严格 单调 地 趋 于 O. 
当 pi < 0 时 , 这 两 部 分 在 这 个 映射 作用 下 循环 , 即 每 次 迭代 都 改变 主 坐 标的 符 
号 . 
在 焦点 情形 , 非 主流 形 是 (n - 2) 维 的 , 它 不 再 将 O 的 邻 域 划分 . 引入 p12 = 
peti， 主 坐标 方程 (3.5.10) 变 为 


W1 = p(cosw t+ jw — p(sinw + )wo, 


(3.5.22) 
W2 = p(sinw + )w + p(cosw 十 ……)a02， 
或 者 在 极 坐标 下 为 
i (3.5.23) 
万 9 十 由 十 ……， (3.5.24) 


其 中 省 略 号 表示 高 阶 项 . 由 (3.5.23) 和 (3.5.24) 得 知 不 属于 Ws 的 所 有 轨 线 必须 盘 
旋 趋 于 O( 切 于 主 平面 v = 0). 

利用 逆 映 射 就 可 把 |pi| > 1 (i = 1,… ,n) 的 情形 化 为 上 面 的 情形 . 在 该 情形 轨 
线 有 估计 

jz;l| < (min, pi— 2) llzol 对 ;<0. (3.5.25) 

相应 的 不 动 点 是 指数 式 完全 不 稳定 的 ， 光 滑 非 主流 形 We 的 存在 性 可 以 按 稳 
定 不 动 点 的 Wiss 的 相同 方法 建立 , 但 在 这 个 情形 要 假设 ; 一 -co. 按 轨 线 在 主 坐 标 
下 的 性 态 , 存在 下 面 几 个 类 型 的 不 动 点 : 结 点 (十 ), 结 点 (-) 和 焦点 . 

我 们 用 主 不 变 流 形 定理 结束 这 一 节 ( 它 的 证 明 见 第 5 章 ). 


定理 3.6 ( 主 不 变 流 形 ) ”稳定 不 动 点 O 有 一 个 m 维 Cmintrrz) - 光滑 不 变 流 
形 WE (一 般 不 唯一 ), 它 在 点 O 切 于 子 空间 v = 0, 这 里 


a 加 emt:| >1, (3.5.26) 
ln pi 


其 中 [z] 表示 严格 小 于 z 的 最 大 整数 , m 是 主 乘 子 的 个 数 . 
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下 面 我 们 考虑 具有 鞍点 型 结构 稳定 不 动 点 O 的 映射 7, 它 的 前 面 上 个 乘 子 位 于 
单位 圆 内 , 其 余 (n 一 k) 个 乘 子 位 于 单位 圆 外 , 即 lmil < 1 (i=1,.… ,k), loil>1(0= 
十 1 mh) 其 中 处 关 0,n. 为 了 方便 起 见 , 我 们 用 (A1,… ,和 x) 记 在 单位 圆 内 的 乘 
子 , (Xn1,… ,Yn-k) 记 在 单位 圆 外 的 乘 子 . 还 假设 乘 子 按 下 面 方式 排序 


Mr <i < Dal < A <1< ms) < < nxl. 
在 点 O 附近 用 变量 的 非 退 化 线性 变换 将 映射 了 化 为 形式 


五 = Aut+ fu,v), 


(3.6.1) 
d= ATwv+g(u,v), 


其 中 必 s Re ve Rb 谱 4- = {N ,Xe}, 谱 4+ = {0… ,yn_k}，fg 是 Cr- 
光滑 (r > 1) 函数 , 它们 及 其 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 

对 在 鞍点 不 动 点 附近 映射 了 的 研究 类 似 于 在 鞍点 平衡 点 附近 对 微分 方程 系统 
的 研究 . 它 可 化 为 点 O 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 的 存在 性 问题 . 我 们 在 下 面 将 详细 
研究 这 个 问题 . Poincaré 证 明了 解析 映射 的 解析 不 变 流 形 的 存在 性 . 后 来 Hadamard 
[31] 考虑 光滑 情形 , 他 证 明了 满足 Lipschitz 条 件 的 不 变 流 形 的 存在 性 . 


定理 3.7 (Hadamard 定理 ) ”鞍点 不 动 点 O 有 两 个 不 变 流 形 : 稳定 流 形 Ti 。 : 
v 二 (wu) 和 不 稳定 流 形 Wh: = (wu), 其 中 (ww) 和 gp*(v) 对 某 常 数 N > 0 和 
二 > 0 满足 下 面 的 Lipschitz 条 件 : 
(ua) — wu )) < Nllwz ~ wll, (3.6.2) 
2“(oa) — p* (vO < 区 wa — vl. (3.6.3) 
证 明 ”我 们 仅 证 明 Wi 的 存在 性 , 因为 逆 映 射 了 -1 也 可 以 表示 为 形式 (3.6.1)， 
唯一 的 区 别 是 变量 w 和 w 的 角色 对 调 . 因此 , 证 明了 映射 荆 有 形 如 w= er*(u) 的 不 
变 流 形 TV 对 映射 T-! 重复 相同 的 论述 , 就 可 证 明 存在 形 如 v = w*(w) 的 不 变 流 
形 , 即 所 求 的 流 形 Wis.. 
选择 小 5 > 0 和 R” 中 围绕 点 O 的 邻 域 Di @ Daz, 其 中 D; 和 Ds 分 别 是 R* 和 
R"*-* 中 直径 等 于 5 的 球 . 对 某 个 工 > 0 任意 选取 形 如 w= 2(u) 的 曲面 W, 使 得 
lel < 5, (3.6.4) 
Iv <I. (3.6.5) 


我 们 将 在 下 面 证明 , 当 6 充分 小 时 , 交 T(W) 门 (D1 @ D2) 是 与 五 = $(5) 有 相同 形式 
的 曲面 , 其 中 5 满足 具有 相同 常数 二 的 条 件 (3.6.4) 一 (3.6.5). 这 允许 我 们 考虑 曲面 
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序列 {WY; : u = pj;(v)}=??, 它 是 初始 曲面 W 在 映射 工 : yp; = Tip 下 的 相继 像 . 进 
一 步 我 们 将 证 明 这 个 序列 一 致 收敛 于 满足 Lipschitz 条 件 的 某 个 曲面 = w*(o) 此 
外 yp" 不 依赖 于 初始 函数 p， 由 构造 , p* = zp*, 即 它 的 图 像 关于 映射 了 不 变 . 由 此 ， 
曲面 w= p*(v) 是 所 求 的 不 变 流 形 Wi : T(Wi) 由 (Di @ Da) = Wi.. 

第 一 步 . 对 某 常数 二 选取 满足 条 件 (3.6.4) 和 (3.6.5) 的 形 如 w = p(w) 的 任意 曲 
面 W. 将 w= plv) 代入 (3.6.1) 中 , 得 到 曲面 W 在 映射 7 下 的 像 的 参数 表示 


= A yp(v)+ fp(v),v), (3.6.6) 
d= A'v+g(p(v),v), (3.6.7) 
其 中 v 可 在 Ds 中 取 任 意 值 . 
现在 证 明 对 范 数 不 超过 6 的 任何 元 值 去 由 (3.6.6) 和 (3.6.7) 唯一 确定 . 为 此 我 
们 将 (3.6.7) 写 为 形式 
v= (A1) (Vd — g(yp(v),v)). (3.6.8) 


当 6 充分 小 时 , 范 数 ||8(g, f)/9(w,v) 咱 也 小 . 由 此 得 知 ? 


和 EA A 


是 小 的 , 因此 由 隐 函 数 定理 , 由 (3.6.8), v 可 用 5 唯一 表示 . 也 应 该 指出 , lul| 也 不 超 
过 56. 事实 上 , 由 (3.6.8) 得 知 


lol < (A7)T Gl + ligule : lp(w)lo + lgsllelloll), 


本 (可 十 llgullo : lp(v)lle) 
十 \ 一 1 十 gu CAV 
| 

由 此 , 若 ial 和 5 则 llwll < 6, 因为 (4+)- 才 < 1 p(wv)ll。< 6 而 且 let ulle 很 小 . 

因此 , 由 (3.6.8) 用 5 表示 v 并 将 所 得 的 表达 式 代入 (3.6.6), 我 们 确定 , 对 每 一 
个 5 使 得 | < 6, 存在 唯一 确定 的 记 , 使 得 点 (&,5) 是 某 个 点 (w,v) e W 的 像 . 我 们 
用 五 = 5$(5) 记 这 个 均 . 

第 二 步 . 我 们 证 明 曲 面 TW : z= 5$(5) 满足 条 件 (3.6.4) 和 (3.6.5). 换 句 话说 , 我 
们 将 证 明 TW 整个 位 于 点 O 的 5 邻 域 (D1 @ D2) 内 , 且 函 数 5 的 导数 的 范 数 不 超 
过 工 . 由 (3.6.4) 和 (3.6.6) 得 知 


Hal < |AT Hp + felo: p(w) + fel lal 
< (4°71 + lfulle + folle)s. 
2 这 里 |。= sup| 小 


- 108 ， 第 3 章 ”动力 系统 的 结构 稳定 周期 轨 线 


由 此 得 知 , 当 |4-|| < 1 而 范 数 |7t。 ,ll。 比较 小 时 有 
Is(D = llall < 2 


即 对 $$ 条件 (3.6.4) 事实 上 成 立 . 
此 外 , 从 (3.6.6) 和 (3.6.7) 我 们 有 


BA ‘+ fl(pl0),v)p + fo(p(v),v), 
= 4+ 


守 = 十 9(2(oh ol + go(p(v),»), 
从 而 
8 全 = 号 
= (A p+fi(p(v), vp + fp(v), 0)) L4+ 十 gplo)u)o' + gs (pv), 0)) 1. 
最 后 


G0) = A-Y (WV)(AT) -1 +, 

其 中 省 略 号 表示 ||(f,g), ,ll。 阶 项 , 当 5 一 0 时 它 趋 于 零 . 容易 看 出 , 由 于 |4-| <1 
和 上 4+) 下 <1 只 要 llyg 省 .< 工 且 6 充分 小 ,就 有 lip。< 工 . 

第 三 步 . 我 们 已 经 证 明 映 射 了 将 满足 条 件 (3.6.4) 和 (3.6.5) 的 曲面 W 映 为 满 
足 同 样 条 件 的 曲面 . 因此 , 曲面 W 在 映射 了 的 作用 下 的 所 有 和 迭代 有 定义 . 现在 来 
证 明 这 些 迭 代 的 序列 YW; : = wj;(v) 一 致 收敛 于 某 个 曲面 W*:w = yp*(v)， 由 于 
Wi+r1 = T(W;) 门 (D1 8 Da), 由 连续 性 得 知 Wr* = T(W*) 站 (D1 @ D2), 即 这 个 曲面 关 
于 映射 工 是 不 变 的 . 

为 了 证 明 这 点 , 我 们 将 指出 存在 K < 1, 使 得 


sup pi+2(5) — pi+1(D) < K sup lpj+1(v) — 9;(o). (3.6.9) 
UED2 vED> 


选择 任何 5 e D2 并 考虑 一 对 点 Mi (pj+1(5),D) 和 (pi+z( 可 ,可 . 由 构造 , 每 
一 点 Mi 在 曲面 4 = gp;4i_1(v) 上 有 原 像 Mi;. 假设 Mi(wi = pj(v1),w1) 和 Mz(w2 = 
pj+1(v2),v2). 因为 Mi =Ta 和 Mo = TMo, 由 (3.6.1) 我 们 有 

Ul CG A ui 十 f(u1, v1), Uz = A uz 十 f (wu2, v2), 
T= ATvi + g(ui,v1),0 = Atv + g(uz, v2). 
因此 得 到 


上 az 一 二 上 < (MAT + flo) 一 aa 人 二 ellellws 一 wa (3.6.10) 
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和 
v2 — wl < A) (gs lel 一 wall + lgsllollvs — wll), 
从 而 


7 4+)-1Ngulo ls — ul 
De C86.11) 


对 wz 一 w= pj+1(w2) -~ wj(o), 我 们 有 下 面 的 估计 
pit Cv2) — ;Cv < lpsri(v2) — piri (vO) 十 oj+a(oa) 一 ez(oa)l， 
和 式 中 的 第 一 项 有 估计 
pjr1(v2) — pi+1(v) < lpsrilollv2 ~ vill < Lllvz — vill, 
第 二 项 有 估计 
[pj+1(v1) ~ pi(vi)N < p, 
其 中 p 二 sup 12i+l(o) -ji(o) 因此 , 我 们 得 到 
la wll < p+ Lllva — ll. (3.6.12) 

由 此 从 (3.6.11) 得 


pl(A+) "lllgslle 
1—l(At)™l(llg, lo + Lllgello) 


将 (3.6.12) 代入 (3.6.10) 后 , 给 出 


lwa — wll < 


iz —ill < p(l|A7 +:…), 
这 里 省 略 号 表示 ||(f,g)i, ,ll。 阶 项 . 由 于 ||4- | < 1, 我 们 有 
iz 一 i = py42(0) — pi+1 (DN < K supllpj+r1(v) — ps;(V), 


其 中 某 KK < 1 不 依赖 于 5( 只 要 | 可 < 5). 如 果 我 们 对 这 个 不 等 式 的 左 端 关于 所 有 的 
5 取 上 确 界 , 则 得 到 所 求 的 不 等 式 (3.6.9). 
由 (3.6.9) 我 们 得 到 


lej+a(o) — pj < Ki sup llp2(v) -ex(o)l， 


即 级 数 
DD (pit1 (0) — pio) 


j=1 
是 以 K < 1 为 系数 的 几何 级 数 为 优 级 数 的 , 因此 , 它 一 致 收敛 . 由 于 这 个 级 数 的 部 分 
和 是 (yj+1(v) 一 pi(o)) 它 的 一 致 收敛 性 导致 序列 {y;} 一 致 收敛 于 某 极限 函数 yp*. 
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第 四 步 . 我 们 用 Wis。 表示 函数 yp* 的 图 像 = yp*(v). 由 构造 , 这 个 图 像 关于 映 
射 了 是 不 变 的 . 注意 , 由 于 yp*(v) 是 连续 函数 序列 的 一 致 收敛 的 极限 , 它 也 连续 . 一 
般 来 讲 , 函数 p* 的 光滑 性 不 能 从 我 们 的 论述 中 得 到 (光滑 函数 级 数 的 极限 可 能 不 光 
滑 ). 尽管 如 此 , 我 们 指出 所 有 函数 yp; 的 导数 都 以 同一 个 常数 工 为 它们 的 上 界 : 
lpi < 元. 
由 不 等 式 
pi(v1) — pi;(v2)) < lpsllollvi — vall 


得 知 , 所 有 函数 wj 对 Ds 中 任何 的 (v1, v2) 满足 Lipschitz 条 件 
ee — pi(v2)) < Lllvr — vall. 

如 果 我 们 令 j 一 oo 对 这 个 不 等 式 取 极 限 , 得 到 
lp* oa) — yp* (vo) < Lllv — vall. 


因此 , 我 们 建立 了 满足 Lipschitz 条 件 的 不 变 流 形 Wi 的 存在 性 . 必须 指出 , 可 
以 选择 初始 曲面 W 使 得 它 通过 点 O. 于 是 显然 曲面 W 的 所 有 和 迭代 也 包含 点 O, 从 
而 极限 曲面 Wi 也 包含 O. 

在 证 明 不 变 流 形 的 光滑 性 之 前 ， 先 确定 映射 在 Wit。 和 Wis。 上 的 限制 的 性 态 . 
映射 在 Wis。 上 的 限制 由 公式 


d= A-ut flu, wy*(u)) (3.6.13) 
给 出 . 故 由 (3.6.2) 得 
al < 47 Hull + tifat + NIFo lull < OATH + NF + NI As) el. 


因此 , 由 于 4- < 1 以 及 fl 很 小 , 在 Wis。 上 的 任何 点 的 迭代 在 映射 的 作用 
下 指数 式 收敛 于 点 O. 
由 对 称 性 , 对 映射 (3.6.1) 在 Wit。 上 的 限制 


d= Atv+g(p*(v),v), (3.6.14) 


可 得 到 类 似 的 结果 , 即 对 Hi。 上 的 任何 点 5, 存在 唯一 确定 的 像 v = T-15, 它 在 映 
射 T-! 的 迭代 下 一 致 并 指数 式 地 趋 于 点 0. 

定理 3.8 不 变 流 形 Ws。 和 Wis。 具有 Cr - 类 光滑 性 , 且 它 们 在 点 O 分 别 与 
稳定 特征 子 空间 v = 0 和 不 稳定 特征 子 空间 w = 0 相 切 , 即 


ov (0) =0， 网 (0) =0. 
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证 明 ”如 上 我 们 仅 证 明 这 个 定理 关于 Wi 的 部 分 . 流 形 Wis 的 光滑 性 由 该 问 
题 的 对 称 性 得 知 . 流 形 Wi 的 不 变性 导致 如 果 某 点 M(w,v) 属于 Wi., Bh wv = yp* (v) 
以 及 如 果 它 的 像 履 (z,5) 停留 在 点 O 的 5 领域 内 , 则 点 履 也 属于 Wu, 即 它 的 坐 
标 满足 = yp*(5). 
由 (3.6.1) 我 们 有 
4 pV) + fp"(v),v) = "(Atv + g(p* (v0), »)). (3.6.15) 


如 果 函 数 yp* 可 微 , 由 这 个 等 式 的 形式 微分 , 我 们 确定 它 的 导数 mn* = dyp* /dv 满足 等 
式 
ATT(V) + fap (V), vm (v) + fo(p” (v0),v) 


= 7 (D+ (gp (v0), vm (v) + gs(p* (0), 0)) AT)-1]A+, 
其 中 了 是 (n 一 kk) x (n 一 ) 恒 同 矩阵 , 5 的 值 由 公式 (3.6.14) 给 出 . 

下 面 我 们 证 明 存在 满足 (3.6.16) 的 连续 函数 m*(v) 使 得 w*(0) = 0, 且 这 个 函数 
就 是 yp*(v) 的 导数 , 因此 建立 了 流 形 Wis 的 Cl - 光滑 性 . 稍 后 , 由 归纳 法 我 们 证 明 
Wi 是 Cr -光滑 的 . 

第 一 步 . 由 公式 (3.6.16) 得 知 定义 不 变 流 形 的 函数 的 导数 的 图 像 n = 7*(v) 自身 
就 是 映射 T* : (v,n) 一 (5, 避 的 不 变 流 形 , 其 中 5 由 方程 (3.6.14) 给 出 , 5 是 由 下 面 
的 方程 


(3.6.16) 


下 = [A nAt)T + (fap"(v),0)n + fo(p* (v), v0))( At) 


(3.6.17) 
x[T+ (gu.(9*(v), v0)n + gp"(v), 0))(A+)-1]-! 
给 出 . 
映射 T* 可 形象 地 表示 为 形式 
n= A nAt)t + F(v,n), (3.6.18) 
t= Atv+G(), 
其 中 斑 和 G 是 某 连 续 函数 
F(0,0)=0, G(0) = 0. (3.6.19) 
此 外 , FF 光滑 地 依赖 于 wm, 且 
F/(0,0) = 0. (3.6.20) 


函数 G 满足 Lipschitz 常数 为 < 的 Lipschitz 条 件 , 缩小 点 O 的 5 邻 域 的 大 小 
可 使 < 任意 小 : 


IG(v2) — G(v) = llg(p*(v2),v2) — g(p* (v1), wa) 
和 llgullollp* (v2) — p* (vi)N + lgollollvz — vl (3.6.21) 


< (lgulloL + lg,llo) lv — will < ellvz — wll 
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( 见 (3.6.14),(3.6.3)). 

点 (v = 0,7 = 0) 是 映射 (3.6.18) 的 不 动 点 . 通过 这 一 点 的 映射 T* 的 不 变 流 形 
7 三 (Vv) 的 存在 性 可 容易 地 通过 重复 证 明 映射 (3.6.1) 的 不 变 流 形 的 存在 性 的 论述 
来 证 明 . 事实 上 , 利用 事实 |4-| < 1 和 4+)-:i < 1 以 及 关系 (3.6.19) 一 (3.6.21)， 
我 们 可 以 直接 验证 , 利用 选取 满足 |Im (wv)l| < 工 的 形 如 n = m(v) 的 任意 连续 曲面 ， 
这 个 曲面 在 映射 T* 作用 下 的 像 是 同一 类 型 的 曲面 . 因此 可 以 考虑 由 初始 曲面 经 映 
射 T* 逐次 迭代 得 的 曲面 序列 {7 = n;(v)}. 可 以 验证 这 个 序列 满足 (3.6.9) 类 型 的 不 
等 式 , 由 此 得 知 它 收敛 于 连续 曲面 7 = mr*(v), 对 此 


Iw*(w) < 5. (3.6.22) 


由 构造 , 这 个 曲面 关于 映射 T* 不 变 , 即 (3.6.16) 满足 . 3 


第 二 步 . 我 们 已 经 建立 了 泛 函 方程 (3.6.18) 连续 有 界 解 六 的 存在 性 , 它 是 函数 
yp* 的 形式 导数 . 现在 我 们 证 明 mr 是 yp* 的 实际 导数 . 考虑 值 


zw) = BW +AY) -p00) -TA 


= 3.6.23 
IlAzll 一 0 1Aoll ( ) 


由 导数 定义 , m* = dyp*/dv 当 且 仅 当 z(v) = 0. 我 们 证 明 这 个 恒等式 . 首先 注意 
到 z 的 值 有 界 : 由 (3.6.3) 和 (3.6.22) 


lp*(v + Av) — yp (v) — (Av < 2LIAvl. (3.6.24) 
我 们 来 确定 z(v) 和 z(5) 值 之 间 的 关系 , 其 中 五 由 (3.6.14) 给 出 . 由 (3.6.14) 有 


AT = (AT + gp* (v0),v) + gap (Vv) (v)) Av 


(3.6.25) 
+gu(P”*(v),v) (Ay — 7 (vAv) + o(Av), 
其 中 Ap = yp*(v + Av) — yp*(v). 
由 (3.6.25) 和 (3.6.16) 我 们 得 
THA = (A + fp” (0), 0)T (VAv + folp”(v),v)Av 入 0 20) 


+ (0)g9u.(p*(v), vAp — 7 (vAv) + o(Av). 
由 (3.6.15) 我 们 求 得 


p(T+AD)— PD = (A + fp (0),0))Ap + fo(p” (v),v)Av + o(Av). 


3 这 里 , 对 照 映 射 (3.6.1), 为 了 证 明 不 等 式 (3.6.9), 它 对 逐次 遥 近 的 收敛 性 是 至 关 重 要 的 , 函数 
mn; 不 再 要 求 是 光滑 的 和 有 有 界 导 数 . 理由 是 映射 T* 是 三 角形 映射 , 且 (3.6.18) 中 的 第 二 个 方程 不 
依赖 于 变量 7. 
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现在 , 由 此 得 
A — (DAD 
= (4 + fap (0),0) — (0) fp (v0),v))Ap — mT (vAv) + o(Av), 
因此 
|A5 =— 7 (5)AoN < (AT + NA — 7 (v)Avl + o(Av), (3.6.27) 


其 中 省 略 号 表示 ||(f,9), ,|| 阶 项 . 
由 (3.6.24) 和 (3.6.25), 对 ]|Avl| 我 们 有 下 面 估计 : 


1Aol < (4 下 十 Aiall， 
由 此 以 及 (3.6.27), 再 由 函数 z 的 定义 , 我 们 得 到 
2z(5) < (4 人 (47) 一 中 十 )z(w)， (3.6.28) 


我 们 已 经 指出 , 对 任何 按 范 数 不 超过 6 的 点 5, 存在 原 像 v 使 得 ull < 5. 因此 ， 
对 任何 点 vo, 满足 v; = 元 +1 的 无 穷 序列 {v;} 有 定义 . 由 (3.6.28) 


z(vo) < (1ATHI(CAT)T I + +) z(v7), 


因为 z(v;) 有 界 且 |4-| < 1, 14+)-! < 1, 得 知 z(vwo) = 0. 由 于 wo 是 任意 选取 的 ， 
得 知 z(v) = 0, 即 函 数 yp* 的 光滑 性 被 建立 . 

应 该 指出 , 有 关 映 射 (3.6.18) 的 不 变 流 形 {wm = wr*(v)} 的 存在 性 论述 , 一 般 来 讲 ， 
仅 对 于 充分 小 的 v: lol < 651,61 > 0 成 立 . 我们 忽视 了 这 样 的 事实 , 51 可 小 于 原点 邻 
域 的 直径 5, 在 此 邻 域内 函数 w* 有 定义 . 尽管 如 此 , 我 们 可 以 证 明 函 数 w* 在 原点 的 
6 邻 域 内 对 所 有 的 v 都 光滑 . 为 此 我 们 首先 指出 , 因为 在 原点 的 5 邻 域内 , Wi 中 的 
任何 点 坪 的 向 后 迭代 一 致 收敛 于 O, 原点 的 bi 邻 域 在 Ws. 上 的 像 经 映射 了 的 数 次 
向 前 和 迭代 将 覆盖 5 邻 域 . 由 此 得 知 , 由 于 映射 T 光滑, 又 由 于 在 点 O 的 61 邻 域内 流 
形 Wi 也 光滑 , 故 Wi 在 原点 的 5 邻 域内 光滑 . 


第 三 步 . 我 们 已 经 建立 了 映射 T 有形 如 w= yp*(v) 的 光滑 不 变 流 形 . 此 外 , 导数 
7* 二 dy*/dv 的 图 像 自身 是 由 公式 (3.6.17) 和 (3.6.18) 给 出 的 映射 T* 的 不 变 流 形 . 
如 果 映 射 了 的 右 端 的 光滑 次 数 大 于 1, 则 映射 T* 的 右 端 属于 Cl - 类 (因为 它 由 yp* 
和 9 表示 ). 由 于 映射 T* 的 不 动 点 (v = 0,n = 0) 是 鞍点 , 用 于 对 映射 工 的 所 有 论 
述 可 以 重复 , 这 导致 映射 T* 的 不 变 流 形 7 = mr*(v) 是 光滑 的 结论 , 从 而 函数 p* 属 
于 C2 - 类 .4 


4 唯一 的 区 别 是 映射 T* 的 线性 部 分 不 是 分 块 对 角 型 , 因此 , 一 般 地 有 2 (0) wo 
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因此 , 当 映 射 T 的 右 端 的 光滑 性 大 于 2 时 , 映射 T* 的 右 端 是 已 经 是 C? - 光滑 
的 . 由 此 , 由 前 面 的 论述 , 分 别 地 有 函数 mp* 是 C? - 类 的 , 函数 w* 是 C3 - 类 的 等 等 . 
由 归纳 法 我 们 得 知 Cr - 光滑 不 变 流 形 Wit 的 存在 性 . 证 明 完毕 . 


如 同 在 平衡 态 情形 , 不 变 流 形 Wis。 和 Wi 可 以 通过 变量 变换 
€ = wu— p*(v), 
n=v— "(uv) 
局 部 直 化 . 在 新 变量 下 不 变 流 形 取 形式 
Wiscce:7=0 和 Wit。:€=0. 


流 形 的 不 变性 导致 9 = 0 时 万 = 0, € = 0 时 & = 0. 借助 于 变量 & 和 ,原来 的 系统 
化 为 形式 


€= (At + hz(é,7n))”, 
其 中 hi € C"-1 且 
hi(0,0) =0，i= 1,2. (3.6.30) 


在 鞍点 的 小 邻 域内 函数 ha 按 范 数 很 小 , 并 且 只 要 轨 线 停留 在 鞍点 的 邻 域内 ， 
不 等 式 
(al < (al 十 ll 
和 
Mi > (la 一 sm 


在 Jordan 基 下 成 立 . 因此 我 们 得 到 
上 ls (Xl+e)léoll 对 了 >0， (3.6.31) 
wl < (ml -ellnoll 对 了 <0 (3.6.32) 
( 见 上 一 节 类 似 的 公式 (3.5.4) 和 (3.5.25) 的 证 明 )， 因 此 , 既 不 位 于 Wis。 也 不 位 于 
Wi 内 的 轨 线 当 7 一 士 co 时 离开 鞍点 的 邻 域 . 此 外 , 向 前 轨 线 离开 鞍点 邻 域 所 需 的 


迭代 次 数 是 im |mol| 阶 的 , 向 后 轨 线 所 需 的 迭代 次 数 为 In |éol| 阶 的 . 
在 稳定 流 形 Ws :v= 好 (w) 上 的 映射 (3.6.1) 由 


= Aut fu,y”(u)) (3.6.33) 


给 出 . 在 Ws。 上 点 O 是 稳定 不 动 点 . 一 般 地 , 这 个 点 或 者 是 结 点 (如 果 仅 有 一 个 坐 
标 为 主 坐标 ), 或 者 是 焦点 (如 果 存 在 两 个 对 应 于 一 对 复 共 思 乘 子 的 主 坐 标 ). 
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在 Wi. 上 的 映射 (3.6.1) 由 


T= Atv+g(yp*(v),v) (3.6.34) 


给 出 . 这 里 , 点 O 是 完全 不 稳定 不 动 点 , 并 且 一 般 地 它 是 结 点 或 焦点 . 
现在 我 们 可 以 按 轨 线 在 主 坐标 下 的 性 态 指定 9 个 鞍点 不 动 点 的 主要 类 型 : 


(1) 鞍点 (+,+): 在 Wis。 和 Wi. 上 都 是 结 点 (+). 

(2) 鞍点 (-, 一): 在 Ws。 和 Wir. 上 都 是 结 点 (一 )， 

(3) 鞍点 (+, 一 ): 在 Wis。 上 是 结 点 (+), 在 Wt. 上 是 结 点 (一 )， 
(4) 鞍点 (-, 十 ): 在 Wis。 上 是 结 点 (-), 在 Wt. 上 是 结 点 (+). 
(5) 鞍 - 焦点 (2, 1+): 在 Wis。 上 是 焦点 , 在 Wi 上 是 结 点 (十 ). 
(6) 鞍 - 焦点 (2, 1-): 在 Wis。 上 是 焦点 , 在 Wr 上 是 结 点 (一 ). 
(7) 鞍 - 焦点 (1+, 2): 在 Wis。 上 是 结 点 (+), 在 Ws. 上 是 焦点 . 
(8) 鞍 - 焦点 (1-, 2): 在 Wis。 上 是 结 点 (--), 在 WL. 上 是 焦点 . 
(9) 鞍 - 焦点 (2, 2): 在 Wis。 和 Wis。 上 都 是 焦点 . 


定理 3.4 和 定理 3.5 对 系统 (3.6.33) 和 (3.6.34) 都 成 立 . 因此 在 Wis。 和 Wi。 中 
存在 非 主 稳定 不 变 子 流 形 Wis*, 主 稳定 不 变 子 流 形 Wi::, 非 主 不 稳定 不 变 子 流 形 Wi 


以 及 主 不 稳定 不 变 子 流 形 Wit!. 进一步 我 们 选择 鞍点 不 动 点 的 另外 三 个 光滑 不 变 流 
形 . 为 此 引入 记号 : 


Im 入 
训 名 站 E : 训 | ， (3.6.35) 
ln | 
a | 3.6.36 
上 E pl 人 


其 中 入 和 9 分 别 表示 最 靠近 单位 圆 的 非 主 稳定 和 不 稳定 乘 子 的 绝对 值 , [z] 表示 严 
格 小 于 z 的 最 大 整数 . 


定理 3.9 在 Cr -光滑 映射 的 鞍点 型 结构 稳定 不 动 点 的 邻 域内 存在 下 面 的 不 
变 流 形 : 


1，Cmintrrsz) - 光滑 扩展 稳定 流 形 We, 它 包含 Wis。, 并 在 点 O 处 切 于 线性 化 系 
统 的 扩展 稳定 特征 子 空间 且 与 Wi 横 截 相交 . 

2. Cmin(nrz) - 光滑 扩展 不 稳定 流 形 Wiu5, 它 包含 We, 并 在 点 O 处 切 于 线性 化 
系统 的 扩展 不 稳定 特征 子 空间 且 与 Wiss 横 截 相交 . 

3，Cmintrrvzwrvz) - 光滑 主 鞍 点 流 形 Wi = Wu2 站 Wi 


loc 


证 明 见 第 5 章 . 我 们 指出 , 一 般 来 讲 流 形 Wiss 不 唯一 , 但 是 任何 两 个 这 样 的 流 
形 在 Wis。 的 每 一 处 都 彼此 相 切 . 类 似 地 , 任何 两 个 流 形 Tis2 在 Wis。 上 彼此 相 切 . 
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3.7 ”鞍点 不 动 点 附近 的 边 值 问题 
考虑 Cr -类 (r > 1) 映射 TT 


= ATu + flu,v), 
d= Atv + g(u,v), 


其 中 心 < R™!,v € Rm™. 设 0O(0,0) 是 映射 了 的 鞍点 不 动 点 , 即 谱 4- = {和 1,… ,Am,} 
严格 位 于 单位 圆 内 , 谱 4+ = {x1,… ,ms} 严格 位 于 单位 圆 外 . 假设 函数 f 和 9 连 
同 它 们 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 

如 同 我 们 在 2.8 节 研 究 过 的 鞍点 平衡 态 情 形 , 在 鞍点 不 动 点 附近 的 指数 式 不 稳 
定性 是 映射 (3.7.1) 的 轨 线 的 典型 性 态 . 因此 , 在 该 情形 下 , 代替 初 值 问题 而 按 下 面 
方法 考虑 边 值 问 题 是 十 分 合理 的 . 

对 任何 wu?, 局 ,以 及 任何 常数 有 > 0, 在 点 O(0,0) 的 邻 域内 求 映 射 (3.7.1) 的 
轨 线 


(3.7.1) 


{ (uo, vo), (wu1, v1), 2 (wk, Vk)}, 
使 得 


Uo 三 Ur, vk 三 人 (3.7.,2) 


其 中 对 某 个 充分 小 的 s > 0, 我 们 假设 Du < e 和 |lvil| < s. 
映射 (3.7.1) 的 轨 线 {(wj,v;) 片 -o 由 


Ujt1 = AT uj + f (uj, v3), 


Vj+1 三 Atvw; 十 g(uj, v3;) Ba 
给 出 . 
在 线性 情形 下 , 这 个 边 值 问题 的 解 可 平凡 地 求 得 : 
uj = (A ju , w= (At)- KD vl. (3.7.4) 


由 于 (47) 州 和 (4+)-%-D) 对 一 切 0< jk 有 界 , 线性 问题 的 解 关于 初始 条 件 
u? 和 vi 的 扰动 稳定 . 在 非 线性 情形 这 个 论述 的 正确 性 由 下 面 的 定理 建立 . 


定理 3.10 “对 充分 小 的 es > 0 以 及 满足 ju 中 | < 和 vi 的 ww 和 w', 映 
射 (3.7.1) 的 边 值 问题 (3.7.2) 的 解 对 任何 正 整 数 k 存在 . 这 个 解 唯一 旦 连续 依赖 于 


(uo ,v1). 


证 明 ”我 们 将 视 边 值 问 题 (3.7.2) 和 (3.7.3) 的 解 


{(Wo, v0), (ui, v1), 机 (ux, vk)} 
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为 关于 变量 {(wj,v;)} (7 = 0,1,… ,k) 的 下 面 方程 系统 ( 见 2.8 节 中 鞍点 平衡 态 附近 
类 似 的 关于 边 值 问题 的 积分 方程 ) 


ij—1 
Vj 一 (AT)iwu? + 本 CO 
ee (3.7.5) 
v= (At)- Dv oS (At) s+) gu, ve) 
s=j 
的 解 . 注意 到 这 个 系统 是 由 关系 式 (3.7.3) 直接 推导 出 来 的 , 就 是 说 , 对 wj 我 们 有 
Wi 一 A uj_1 十 f (uj-1,vi-1) 
= (A )?u; 2 + AT fj 2,0;_2) + f (uy1, Vj-1) 


= (A )uo+ (A ) Tf (uo v0) + + f (uj-1,v;-1), 
对 v; 有 
由 一 (4+) vjt1 — (A+) lg(u;,v;) 


= (4+) ?vt+2 — (At) ?2g(wy+1, vi+1) — (AT)- lg(u;, v;) 


= (AT) tv — (AY) tg(wp i V1) — (At) lg(w;, v7). 


显然 对 任何 解 (3.7.4) 有 Uo 三 uo 和 Vk 三 vl. 因此 ， 序列 {(uo,vo)， (uvUi)，， . 
(wk,uk)} 是 边 值 问题 的 解 当 和 且 仅 当 它 满足 (3.7.5). 
我 们 用 逐次 逼近 法 来 构造 系统 (3.7.5) 的 解 . 第 一 次 近似 选取 线性 边 值 问题 的 解 
(3.7.4). 逐次 近似 按 公 式 
1 
wt = (A + DA, vn), 
3=0 


| kl (3.7.6) 
of 兰 (A+)i-k Es 上} (A+)i-s-1g(w(™), vn)) 


s=j 
计算 . 
现在 我 们 证 明 所 得 序列 一 致 收敛 于 某 个 极限 向 量 
好 ={( 过) 三 6. 
先 证 明 对 所 有 m 和 0 和 7 入 上 有 


lu < 2e， No < 2e. (3.7.7) 
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当 n= 1 时, 它 由 事实 wol < es, jw < s 和 不 等 式 
(A < NH, (AT) < yt (3.7.8) 


直接 得 到 , 其 中 0< 入 <1 和 7>1 是 4- 的 谱 严格 位 于 直径 为 的 圆 内 和 4+ 的 
谱 严格 位 于 直径 为 y 的 圆 外 的 个 数 . 

用 归纳 法 对 所 有 的 n 证 明 不 等 式 (3.7.7). 由 于 函数 f 和 g 以 及 它们 的 一 阶 导 
数 在 点 O 为 零 , 不 等 式 5 


| a(f,g) 2 <6, lf,gl < ou,ol (3.7.9) 


满足 , 其 中 6 可 通过 缩小 点 O 的 邻 域 而 变 得 任意 小 . 选择 s 充分 小 使 得 对 任何 在 鞍 
点 的 2e 邻 域内 的 w 和 vw, 不 等 式 


2jmax (TH L eg | a =) <1 (3.7.10) 
成 立 . 由 (3.7.6),(3.7.8) 和 (3.7.9) 我 们 得 到 


I—1 
[uN < NN + 6 Do Ne Nu®), vA, 
ga 一 0 


大 一 1 
lo < yo + 6 De , ol. 


由 此 得 知 


[ON < et dmax (TH mag, Hu, of 


| 
~ 入 ’ 1— i ) 
由 (3.7.10) 我 们 有 , 若 ju 和 out < 2e, 则 wu419,wv"+D < 2e, 故 对 所 有 m” 不 
等 式 (3.7.7) 成 立 . 
现在 我 们 证 明 
a ax ||u 人 n+) 一 We st 有 v™ 


(3.7.11) 


< 和 max us™ 一 uD vw) 一 vt" Dl. 
2 0<s<k 


由 于 对 所 有 nn 变量 (ww 位 于 鞍点 的 2e 邻 域内 , 故 估 计 (3.7.9) 对 了 (Wd) 


5 此 后 lw,vll 表示 maxfllull, vl}. 
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和 g (wv ) 成 立 . 现在 由 (3.7.6) 和 (3.7.10) 我 们 得 到 


I wr" 


< ,3 NT wh)) — fu, vn) 


3 一 0 


ss (n) 信人 一 1) (n) _ win 一 1) 
< ， — wh) 


1 
< < RY ut — wv") ,un) 一 vm). 
类 似 的 估计 应 用 于 lw 多 + 一 vj. 
由 (3.7.11) 得 知 差 的 范 数 lug" 5 一 vt 上 和 ef"+3 一 v4 按 几 何 级 数 衰减 . 因 


此 级 数 本 
> (ue 和 vf ) (3.7.12) 


了 一 1 


关于 j 以 及 wo,v! 和 上 大 一 致 收敛 , 由 于 有 明显 的 关系 式 
= 
(un, v9) = (oo 3 (ut ,vt of). 
n=1 


当 一 co 时 序列 (人 收敛 于 某 个 向 量 {(w, 必 ) 片 _o, 它 为 系统 (3.7.5) 同时 

也 是 边 值 问题 的 解 . 由 于 逐次 通 近 收敛 的 一 致 性 , 解 (uv 连续 依赖 于 uw? 和 vw! 
为 了 证 明 解 的 唯一 性 , 假定 系统 (3.7.5) 还 有 另外 一 个 解 {(u3*， 呆 )) 亿 0 于 是 

按照 与 证 明 不 等 式 (3.7.11) 相同 的 方法 , 我 们 可 以 证 明 , 对 一 切 je {0,… ,k} 有 


1 
多 一 


因此 , 恒等式 wy* 三 她 和?v = wv 成 立 . 证 明 完 毕 . 

与 2.8 节 证 明 鞍点 平衡 态 附近 边 值 问题 的 解 的 光滑 性 类 似 ， 可 以 证 明 , 在 鞍点 不 
动 点 附近 边 值 问题 (3.7.2) 和 (3.7.3) 的 解 关 于 初始 条 件 (u,v!) 是 Cr - 光滑 的 . 关 
于 we 和 wl 的 导数 由 形式 微分 (3.7.2) 和 (3.7.3) 得 到 的 边 值 问题 的 解 (唯一 ) 确定 . 
因此 导数 9u;/8u0 和 3v;/Bu9 是 下 面 系统 


Ui+i = ATU; + fluy, VU; + fu}, v7) Vs, 
Vi+ti = ATV 十 gu vi)U; + gu (uy, VF) VI (3.7.13) 


满足 边界 条 件 
Uo=In, Vi=0 (3.7.14) 
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的 解 , 其 中 U; = 9u;/6uo, 态 = goy/6u0. 
如 同 我 们 将 边 值 问题 (3.7.2), (3.7.3) 的 解 视 作 为 系统 (3.7.5) 的 解 , 我 们 将 边 值 
问题 (3.7.13), (3.7.14) 的 解 作 为 系统 


了 一 1 


历 = (4A) + D(A) Hf v0)U, + flus, v2)V,), 
s=0 


V -= -Dy '(g, (ut, vs )Us + gu(us, vs )Vs) 


的 解 . 逐次 通 近 的 收敛 性 可 以 用 与 定理 3.10 相同 的 方法 证 明 , 即 可 以 证 明 pin 
UM 和 V+ 一 Vm 的 范 数 按 几 何 级 数 衰减 . 
导数 9uy/Bu: 和 6v+/6vi 也 可 作为 系统 (3.7.13) 但 满足 其 它 的 边 值 条 件 


二 Jn。 和 Uo=0 (3.7.16) 


(3.7.15) 


的 解 求 得 . 

用 边 值 问题 的 方法 可 使 我 们 对 鞍点 映射 的 性 质 建 立 一 个 非常 重要 的 几何 结果 ， 
称 之 为  - 引 理 . 为 方便 起 见 , 我 们 作 Cr - 光滑 的 坐标 变换 , 将 鞍点 不 动 点 的 某 e 
邻 域 De 内 的 稳定 和 不 稳定 流 形 直 化 ( 见 3.6 节 ). 借助 于 新 坐标 , (3.7.1) 中 的 函数 f 
和 9 以 及 它们 的 一 阶 导 数 在 原点 为 零 . 此 外 , 在 De 中 的 每 一 点 


f(0,v) =0,， 9g(u,0) 三 0. (3.7.17) 


因此 , Wis。 的 方程 变 成 v = 0, Wi 的 方程 变 成 u = 0. 

在 邻 域 D。 内 我 们 考虑 任意 的 m2 维 Cr - 光滑 曲面 Ho : w = ho(v), 它 与 Wis。 
横 截 相交 于 某 点 M. 

我 们 证 明 当 大 一 +oo 时 点 列 {M,T(M),… ,TK(M),…} 收敛 于 O. m2 维 曲面 
T*(Ho) 通过 这 个 序列 中 对 应 的 点 . 以 下 表示 包含 点 TK(2M) 的 Tk(Eo) 门 De 的 连 
通 分 支 . 

引 理 3.2 (和 - 引 理 ) 对 所 有 充分 大 的 k, 曲面 Hi 表示 为 形式 v = hi(v), 其 中 
函数 hi 以 及 所 有 它们 的 导数 当 大 一 +oco 时 都 一 致 趋 于 零 ( 见 图 3.7.1). 6 


证 明 ”由 曲面 Fo 与 曲面 Wis.:v = 0 在 点 M(ho(0),0) 的 横 截 性 , 得 知 lao(0)]| 
有 界 . 因此 对 所 有 充分 小 的 v, 范 数 hh(v) 有 界 . 考虑 曲面 下 并 在 其 上 任意 选择 
点 (uk, wk). 由 构造 , 在 Ho 上 总 存在 点 (wo,vo) 使 得 Tk(wo, v0) = (wk vk). 


由 定理 3.10, 对 任何 正 数 , 映射 T* : (wo,v0) 一 (wk,vk) 可 写 为 降 式 形式 


Uk = Ek (UO, Vk), Vo = Nk (Wo, Vk), (3.7.18) 
6 换 休 话说 , 序列 Hi, 在 Cr -拓扑 下 收 合 于 Ww 
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图 3.7.] 入 - 引 理 的 几何 解释 . 曲面 v = hx(v) 的 图 像 的 逐次 选 代 在 沿 着 稳定 流 形 Ws 趋 于 不 稳 
定 流 形 W* 时 变 得 越 来 越 平坦 . 


其 中 & 和 mx 是 C7 -光滑 函数 . 下 面 我 们 证 明 当 大 一 +eo 时 , 函数 &, m4 以 及 它 
们 直到 7 阶 导数 的 范 数 一 致 趋 于 零 . 
将 wo = ho(vo) 代 人 (3.7.18) 给 出 点 (wk;uk) e Hi 和 点 (wo,vo) e Ho 由 关系 式 


Uk = ép(ho(vo), VE), vo = Tk(ho(vo), vk) (3.7.19) 


建立 的 联系 . 

我 们 已 经 指出 , mm 以 及 它们 直到 7 阶 的 导数 当天 一 +co 时 趋 于 零 , 但 是 对 小 的 
zo,|z0| 保持 有 界 . 因此 由 隐 孙 数 定理 , 对 充分 大 的 k 和 任何 其 范 数 不 超过 e 的 ww， 
(3.7.19) 中 的 第 二 个 方程 可 关于 vo : vo = pk(uk) 唯一 求解 , 其 中 函数 pk 和 它们 所 有 
直到 7 阶 的 导数 当 一 +o0 时 一 致 地 趋 于 零 . 

曲面 Hi 的 方程 现在 可 以 写 为 显 式 形 式 wk = &(ho(pk(vk)),vk), 这 就 给 出 了 引 
理 , 因为 函数 6& 和 gx 的 范 数 当 大 一 +coe 时 一 致 地 趋 于 零 . 

由 此 , 和 - 引 理 的 证 明 化 为 验证 范 数 16 和 lxl 以 及 它们 的 导数 的 范 数 趋 于 
零 . 让 我 们 来 证 明 这 一 点 . 


引 理 3.3 ”在 将 稳定 和 不 稳定 流 形 直 化 的 坐标 系 下 , 当天 一 co 时 函数 的 范 数 
| 人 | 和 lngl 一 致 地 趋 于 零 . 

证 明 ”考虑 得 出 映射 7 的 边 值 问题 解 的 系统 (3.7.5). 我 们 有 wk 三 kr(wo, vk) 和 
vo 三 nk(Uo, Vk). 下 面 将 证 明 对 某 个 K 和 某 入 < 1 了 > 1, 系统 (3.7.5) 的 解 满足 不 等 
式 


ull < KX, ul < KF. (3.7.20) 
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由 定理 3.10 的 证 明 可 以 看 出 , 系统 (3.7.5) 的 解 可 由 公式 (3.7.6) 计算 的 逐次 逼近 
(ww 站 ,wh 四) 的 极限 得 到 因此 只 需 验 证 对 具有 相同 k,X,5 的 逐次 逼近 的 每 一 步 不 
等 式 (3.7.20) 成 立 . 

对 第 一 次 近似 


(= pe = -enD), 


(3.7.20) 的 准确 性 由 (3.7.8) 得 到 , 只 要 我 们 选取 K >。 入 > 入 了 < 7Y. 现在 我 们 
证 明 如 果 (3.7.20) 对 第 n 次 逼近 成 立 , 则 它 对 第 (n + 1) 次 逼近 成 立 . 首先 观察 到 由 
(3.7.17) 和 (3.7.9) 得 到 函数 和 59 满足 下 面 的 估计 


fl, ol < |F(0, wv) + ( pn hae) lull = dlll (3.7.21) 


llg(u, oj) 和 llg(w, 0)| 十 bo lvll a dllvll. (3.7.22) 
u,vll<e 


现在 由 (3.7.7), (3.7.9) 和 (3.7.21), (3.7.22) 我 们 得 到 
lue+ol < We td Nu 
6 一 0 
k—1l 
[Zand < Ytet6d yl. 


3=] 


因此 , 如 果 (wo ,of ) 满足 (3.7.20), 则 对 wh"+D, vb"+D 我 们 有 


j—1 
( 二 1) 上 "Ee = 二 oK 
uw e+6》 XI SN (e+ i:); 


3 一 0 


k—1 
oO < ye td dD ylIKy < Tk € + 5) : 


3 一 了 


不 等 式 (3.7.20) 对 (wo ) 成 立 , 只 要 


(E+ 6K max (二 三)) . 
由 于 对 充分 小 s 可 以 使 得 5 任意 小 , 这 样 的 常数 K 存在 . 因此 我 们 可 以 选取 K, 
和 了 使 得 不 等 式 (3.7.20) 对 所 有 通 近 都 成 立 , 从 而 , 对 边 值 问题 的 解 本 身 也 成 立 . 
对 函数 & 和 mx 我 们 得 到 


lléxll < KM, incll < KF™*, 
即 当 K 一 +coe 时 这 些 函 数 的 范 数 一 致 指数 式 地 趋 于 零 . 证 明 完毕 . 
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引 理 3.4” 当 一 oo 时 导数 Re 2 的 范 数 一 致 地 趋 于 零 
证 明 我们 考虑 导数 2 2 和 5 2 . 它们 由 边 值 问题 (3.7.13) (3.7.14) 的 解 给 出 : 


滋 = 三 Uk, 耿 = 三 Vk. 和 k 一 十 oo 时 (wo,vk) 和 Wo(wo,vk) 都 趋 于 零 之 
前 我 们 将 证 明 所 有 U; 和 V; 有 界 , 上 界 常数 既 不 依赖 于 大 又 不 依赖 于 j. 
由 系统 (3.7.15) 求 得 的 U; 和 仿 为 逐次 逼近 


Dr = (4 用 二》 4) 和 (天 (这 )U( + f(s, ve) VA™), 
(3.7.23) 
了 4) 
s 一 7 
的 极限 , 其 中 必 和 vw* 是 边 值 问题 (3.7.2) 和 (3.7.3) 的 解 . 如 果 我 们 证 明 所 有 的 逐次 
逼近 U,V" 都 有 界 , 上 界 常数 不 依赖 于 ,j 和 n, 我 们 就 可 证 明 U; 和 V 一致 有 
界 . 为 了 验证 这 一 点 , 假设 对 所 有 的 ; 有 


pk A | <2. (3.7.24) 


由 (3.7.23), (3.7.9) 和 (3.7.10) 得 
一 工 
oD < + Tus oo) NON + sas oo) VD 
s=0 
—1 
<1+%T ww- s 和 1+25/(1 一 入) 和 2， 
3 一 0 


k—1 
[VD < DY (gs, va NO + lgs (us vo) VA N) 


3=j 
天 一 1 
和 256》 1 1 和 26/(7 一 1)<1. 
3=j 
这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 
现在 证 明 当 上 大 一 +oo 时 Uh 趋 于 零 . 由 于 U; 满足 (3.7.15), 我 们 得 到 
j—1 
[Ul < H+ ONG6Us + f(s, 02) NV l). (3.7.25) 
s=0 


由 于 f(0,v) 三 0, 故 太 (0,u) = 0, 因此 当 ~ 一 0 时 尼 (wv) 一 0， 从 而 , 由 于 
(3.7.20), 当 s 一 +oo 时 用 (wr*,v*) 一 0. 现在 由 于 Vs 对 所 有 s 保持 有 界 , (3.7.25) 给 
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了 7 一 1 


Ul < H+ N70)U, + pe), (3.7.26) 
s=0 


其 中 m 是 某 个 当 s -+oo 趋 于 零 的 正 数 序列 . 考虑 由 递归 公式 
JJ 一 1 
2; = N+ N162, + ps) (3.7.27) 
3 一 0 
定义 的 序列 Z;. 由 归纳 法 从 (3.7.26) 得 到 ||Uil| < Z. 因此 , 为 了 证 明 Se = Ui 0, 
只 需 证 明 Zi -0. 
为 此 , 我 们 首先 指出 , 由 (3.7.27) 有 


Zi+l = 入 LO 一 02; 十 pi; (3.7.28) 


因此 
Lit1 = (入 二 6)2; 十 pj: (3.7.29) 
由 于 5 可 取得 充分 小 , 我 们 有 入 + 5 < 1. 现在 , 如 同 对 序列 (3.5.14) 所 作 的 (考虑 到 
pj 一 0), 2 收敛 于 零 的 证 明 可 用 相同 方法 进行 . 因此 大， +eo 时 Ui 二 趋 于 
零 . 余下 的 导数 8&4/Bvk,Onx/Buo 和 Bm/Bvk, 可 用 相似 的 方法 证 明 , 当 一 +oo 时 
它们 都 趋 于 零 
引 理 3.5 ” 铺 数 & 和 mh 的 前 7 阶 导数 的 范 数 当 大 一 oo 时 一 致 地 趋 于 零 . 


证 明 引入 记号 


5 区 7 Oivj 
Ci = Boo Vg = 5880， 
其 中 p+g=i<r. Ui 和 妨 可 以 作为 (3.7.5) 关于 wo 微分 p 次 以 及 关于 w 微分 q 
次 得 到 的 系统 的 解 , 它们 可 按 逐 次 逼近 法 求 得 : 
了 一 1 


Ui= bp (A-)i-s-! (fslus, vs)US + f/ (Us, Vs) VY 


5 一 0 
+P;(us, Vs， ed) Ct a) 
(3.7.30) 


大 一 
Vi = — A+) (guo oo) + 9 (uo va)Ve 
3 一 了 


十 Qi(us, Ys, ES A 


其 中 P 和 Q; 是 变量 (1, Vi,… ,Ui-1, Vi-!) 的 多 项 式 , 函数 f 与 9 的 导数 是 在 
w= 二 Us 和 w=wvs 计算 的 . 
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例如 , 对 导数 


2 2 一 2 9 ui 
(Uhia0) Vizo ) 一 ( 委 ; Ou 
我 们 有 

| 


Ustz0) = 》 (A-) -1 (fus, vo) Vs.0) + fo (us, vs) V2,0) 
8=0 


+fi, (us, Va) (Usc,0))? + 2f%, (vs, Vs )Us(1,0) Vat1,0) 


+f, (us vo)(Vatn0))?) 


大 一 工 
VRz,0) = 一 >》, (At)’ 7 (gulus, Vs)Us(2,0) 十 go(us Vs) Ve(2,0) 


5 一 了 
+guu (Uss us)(DsG 0 关 十 2g4u(usvs)Dsa oa o) 
+g% (uss vs) (Ve,0)?)- 


利用 上 面 对 一 阶 导 数 使 用 的 方法 可 以 证 明 任 何 i 阶 导数 Ui 和 Vi 有 界 , 上 界 常 
数 既 不 依赖 ; 又 不 依赖 (但 可 能 依赖 导数 的 阶 数 让 . 

为 了 验证 一 +co 时 范 数 Il| 一 0, 我 们 证 明 Zil 图 于 一 个 与 无关 且 当 
ij 一 oo 时 趋 于 零 的 序列 . 对 i = 1 这 个 论断 我 们 已 经 证 明 . 用 归纳 法 我 们 证 明 它 对 
一 切 i 成立. 

假设 对 所 有 小 于 某 个 io 的 i, 当 j 一 ce 时 12Z 放 一 0. 对 Ui 考虑 方程 (3.7.30). 
由 归纳 法 假设 , P。 中 那些 至 少 包含 一 个 值 Ui (i < io) 的 项 当 s 一 +oo 时 趋 于 零 . 
剩余 的 项 是 某 些 值 Vi 和 f(ws,vs) 关于 变量 ws 的 某 些 导 数 的 积 . 由 于 所 有 的 Vi 一 
致 有 界 , 且 jf(uws,vs) 关于 变量 v 的 导数 当 us 一 0 时 一 致 趋 于 零 (因为 f(0,wv) = 0)， 
由 此 得 知 , 所 有 这 些 项 以 及 jlus,vs)Vi 当 s 一 +co 时 趋 于 零 . 

因此 , 完全 类 似 于 对 一 阶 导 数 的 讨论 , 我 们 有 估计 


一 1 
Ui < 3 + N76UN + pi), 

s 一 0 
其 中 pi 是 当 s 一 +oo 时 收敛 于 零 的 正 数 序列 . 因此 , 类 似 于 对 U} 的 估计 (3.7.26)， 
我 们 得 到 Ui 被 某 个 不 依赖 于 k 且 当 j 一 +oo 时 趋 于 零 的 序列 Zi 所 优 控 . 从 而 我 
们 现在 可 以 得 出 & 的 所 有 导数 当 一 +oo 时 都 趋 于 零 的 结论 . 

对 Vi 我 们 得 到 估计 
k—1 
vil < Do yt(6NVil + os), 


8=j 
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其 中 当 (k 一 s) 一 +oo 时 of_。 一 0. 重复 对 Ui 应 用 过 的 相同 论述 , 我 们 可 以 证 明 当 
(k 一 7]) 一 +00 时 |WVi_jl| 一 0. 假设 7= 及 我 们 得 到 当 大 一 +ee 时 办 的 所 有 导数 
都 趋 于 零 . 证 明 完 毕 . 


3.8 ”鞍点 不 动 点 附近 线性 映射 的 性 态 . 例子 


在 这 一 节 我 们 将 研究 线性 鞍点 映射 的 某 些 几何 性 质 . 适当 选取 坐标 系 使 得 具有 
鞍点 型 的 结构 稳定 不 动 点 O 的 线性 映射 了 可 以 写 为 形式 


= 4sZz， 二 一 4sst， 
> A = A (3.8.1) 
其 中 矩阵 4sz 的 特征 值 的 绝对 值 等 于 X 0 < A < 1, 矩阵 4ss 的 特征 值 的 绝对 值 小 
于 入 . 矩阵 4*z 的 特征 值 的 绝对 值 等 于 Y ?7 > 1, 矩阵 4u* 的 特征 值 的 绝对 值 大 于 
7. 于 是 , 稳定 不 变 流 形 Ws 的 方程 是 (y = 0,v = 0), 非 主 ( 强 ) 稳定 流 形 Wss 的 方 
程 是 (z = 0,y = 0,v = 0). 不 稳定 流 形 Wr 的 方程 是 (z = 0,w = 0), 非 主 ( 强 ) 不 稳 
定 流 形 W" 的 方程 是 (z = 0,w = 0,y = 0). 
在 稳定 和 不 稳定 流 形 上 选择 两 点 M+(z+,wt,0,0)eW3/O 和 M-(0,0,y-,v-)e 
W*/O, 以 及 围绕 它们 取 某 小 长 方形 邻 域 


HY = {lz—ztl < eo,lu ut) < eo0,llyll < eo0, lvl) < e0), 


HU ={lzl gel < ely -yl se,lv -vl ge}, 


使 得 TU(H+)mIH+ = gg, T(I[I-) 门 IH- = 多 . 我 们 也 假设 鞍点 不 动 点 O 的 主 特征 值 是 
单 的 , 即 仅 存 在 一 个 主 特征 值 假如 它 是 实数 . 反之 , 存在 一 对 主 特征 值 假如 它们 是 共 
罗 复 数 . 由 此 得 知 在 第 一 个 情形 向 量 z (或 者 y) 是 一 维 的 , 4s+ (或 者 Aur) 是 数量 . 
在 主 特征 值 是 共 纯 复数 情形 , 向 量 z 或 y 是 二 维 的 , 矩阵 4sz 或 4 有 形式 


人 | Ar 的 
sinp cosp 上 厂 sin cosz 全 
其 中 0< 入 <1, 7>1， (py) ¢ {0,7}. 

考虑 下 面 的 问题 : TI” 中 是 否 存在 其 轨 线 到 达 [I” 的 点 ? ”中 这 种 点 是 什么 
样 的 集合 ? 以 及 它们 在 [I* 中 的 像 是 什么 集合 ? 

我 们 首先 考虑 鞍点 不 动 点 仅 具 有 主 特征 值 的 情形 . 由 3.6 节 建 立 的 这 种 鞍点 映 
射 存在 9 类 主要 类 型 : 四 类 二 维 鞍点 (所 有 特征 值 是 实数 ), 四 类 三 维 的 : 两 类 壕 - 焦 
点 (2,1) 和 两 类 鞍 - 焦点 (1,2), 以 及 一 类 四 维 情 形 : 鞍 - 焦点 (2,2). 

我 们 先 从 二 维 映射 开始 . 按照 鞍点 特征 值 的 符号 可 存在 四 种 (在 拓扑 共 拒 意义 
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下 ) 不 同情 况 . 相应 映射 可 取 下 面 的 形式 之 一 : 


(1) 3= Xz, y= YY. 
(2) z= —AM\, Y= yy. 
(3) z= Xz， Y= 一 7 


(4) T= 一 人 AZ， Y= —Yy. 


不 失 一 般 性 可 以 假设 ||ztll > 0, lly-|| > 0. 

对 情形 (1) 映射 了 使 点 (z+,0) 跳 到 点 (Xz+,0), 然后 到 (X2z+,0) 等 等 由 于 
0 < 入 < 1 点 列 TA4(M+) = (Xzt+,0) 单调 地 收敛 于 鞍点 O. 同时 映射 了 将 长 方形 
HT+ 沿 着 y 坐标 以 因子 Y 伸 长 , 沿 着 z 坐标 以 因子 和 压缩 . 显然 , 我 们 可 以 选择 大 
的 大 ( 当 so,sil 一 0 时 天 一 +eo) 使 得 对 所 有 的 大 > 无 下 面条 件 成 立 


TEIP)ND 0, (yréo >y +e Ml(zt+e0) <ei), 


见 图 3.8.1.7 


THI(TI+) 


图 3.8.1 ”鞍点 不 动 点 附近 的 映射 T. 初始 长 方形 T+ 沿 着 不 稳定 方向 y 伸 长 , 沿 着 稳定 方向 z 压 
缩 . 映射 T':H+ 一 II- 的 值 域 由 位 于 像 T*II+ 和 长 方形 IT- 之 间 的 交 中 的 长 条 cl 组 成 . 


记 中 =7T*(I+) 门 I-, 其 中 >&%. 在 所 考虑 的 情形 , cl 是 I- 上 的 一 长 条 , 它 
由 条 件 
ok = {(z,9) :Iz — Mrt| < Meo,ly —y | < e1} 
7 在 非 线 性 情形 , 这 种 的 存在 性 由 和 - 引 理 得 知 . 
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定义 . 当 大 一 +oe 时 长 条 ci 单调 地 凝聚 到 区 间 Wv* 站 IT- = {(z,y) :z=0,ly-y-|< 
el}, 对 任何 充分 大 的 及 映射 T* : II+ 一 I- 有 定义 . 它 的 定义 域 是 由 条 件 


oR = {(z,y) :Iz — z+| < eo0,ly — 地 一 y |<”Y- ke } 


定义 的 在 H+ 上 的 长 条 of = T-*(I-) 门 II+. 
当 上 大 一 +oo 时 长 条 2 单调 地 凝聚 于 区 间 Ws 门 HT+ = {(z,y) : lz 一 z+| < e0,y = 
0}( 见 图 3.8.2). 长 条 吧 和 cl 的 位 置 如 图 3.8.3(a) 所 示 . 


7 习 +D(OU-) 


3.8.2 ”鞍点 附近 的 逆 映 射 T-!. 在 逆 映 射 T-! 作用 下 , 长 方形 II- 沿 着 稳定 方向 z 伸 长 , 沿 着 
不 稳定 方向 y 压缩 . 长 条 o& 组 成 映射 T' : TI+ 一 I- 的 定义 域 . 


对 情形 (2), 点 O 是 Ws* 上 的 结 点 (一 ). 因此 , 长 方形 T4(I+) 和 T+1(II+) 位 
于 Wr* 的 两 边 . 因此 , 当 是 偶数 且 一 +oo 时 , 长 条 el 从 右边 (从 z 的 正 值 一 
边 ) 收敛 于 区 间 Wr* 门 H-, 当 * 为 奇数 时 从 左边 收敛 . 长 条 ol 和 cl 的 位 置 如 图 
3.8.3(b) 所 示 . 

对 情形 (3),“ 跳 跃 方向” 是 y 轴 方 向 , 它 是 不 稳定 流 形 W*. 长 条 cl& 从 两 边 凝聚 
到 区 间 Ws 门 II+, 如 图 3.8.3(c) 所 示 . 

对 情形 (4) , 点 O 是 Ws 上 的 稳定 结 点 (一 ), W* 上 的 不 稳定 结 点 (一 ). 因此 , 长 
条 of 从 两 边 收敛 于 Ws 门 I+t. 长 条 cl 从 两 边 收敛 于 W* 门 I-, 如 图 3.8.3(d) 所 示 . 

现在 我 们 考虑 主 特征 值 是 一 对 共 罗 复 数 的 情形 . 

在 三 维 情形 , 点 O 是 鞍 - 焦点 (2,1), 线性 映射 可 以 写 为 形式 


z1 = X(cosp ,zl 一 Sinw 72), 
2 二 eh XT1 十 cogsw .7Z2)， (3.8.2) 


下 


3.8 ”鞍点 不 动 点 附近 线性 映射 的 性 态 . 例子 . 129 、 


(9) (Cd 


图 3.8.3 ”不 同类 型 的 鞍点 不 动 点 附近 的 Poincaré 映射 . 见 图 3.8.1 和 图 3.8.2 的 说 明 ，(a) 鞍点 
{ 十 ,十 ) 附近, (b) 鞍点 〈-, 十 ) 附近 . I+ 的 偶 次 和 奇 次 迭代 位 于 不 稳定 流 形 y(z) 的 两 边 , (c) 鞍点 
(一 ,十 ) 附近 , (d) 鞍点 (一 ,一 ) 附近 . 

其 中 Xis = Xeti 和 7? 是 鞍点 O 的 特征 值 , yp 4 {0,7},0 < 入 <1,|y| > 1. 为 确 
定 起 见 , 考虑 正 ?7 的 情形 . 映射 T* 取 形 式 


5 = M(cos(kyp): z1 一 sin(kp) .za)， 
1z2 = A*(sin(kwy): zx1 + cos(ky). x2), (3.8.3) 
y= yy. 
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在 Ws\O 上 任 选 一 点 M+(zi,z 寺 ,0)， 利 用 在 平面 (zi, za) 上 坐标 系 的 旋转 , 我 们 
总 可 以 保证 z 才 = 0, 而 公式 (3.8.2) 和 (3.8.3) 保持 不 变 . 由 此 , 从 (3.8.3) 得 知 映射 
T :ITr+ 一 II” 的 定义 域 oo 是 由 可 数 多 个 不 相交 的 当 kk 一 +oo 时 收敛 于 正方 形 
Ws nnIIt 的 三 维 “平板 ” 


on {(z1, z2,Y) : |z 一 zt| < &0) |z2| < E0， ly 一 7 一 | < Treel} 


(k < 上) 的 并 组 成 . 为 了 描述 映射 T' : H+ 一 II- 的 值 域 ci, 我 们 引入 极 坐 标 (7, 9)， 
使 得 zl =r cos9, zz = rsing. 于 是 映射 (3.8.3) 取 形 式 


大 一 Xkr， 0=0+kp, T=Y*y. 

由 此 得 知 , T*(II+) 是 高 为 2y*eo 的 平行 六 面体 . 它 在 Ws 上 的 底 是 边 长 为 2eoXk 
的 正方 形 , 其 中 心 在 点 Mt = (rk = 入 z+ ,ok = ky). 注意 到 所 有 点 Mt 位 于 对 数 螺 
线 地 = ztM/r? 上 . 因此 , ol 是 可 数 多 个 位 于 卷 向 Wr 轴 上 的 线段 

wr* (I ={z1=7z2=0,ly—y |<e} 
的 “ 卷 盘 ”有 一 
{(|zt|— eo)XM/Y SF < (lzt|+eo) NM/?, ly—y |<e} 

内 的 三 维 铅 直 平行 六 面体 cl 的 并 , 见 图 3.8.4. 长 条 cl C R- 沿 着 坐标 系 (z1, zz) 


有 大 小 为 eoX* 阶 的 直径 , o 以 角 坐 标 9 按 p 阶 和 角度 与 oil 分 开 . 
在 不 动 点 是 鞍 - 焦点 (1,2) 的 情形 , 映射 了 可 以 写 为 形式 


T= AT， 


= 7Y(cosY yi — siny 92)， 
Yo = 7Y(siny :y+ cosy yy2), 

其 中 |A| < 1, y > 1, 沙 关 {0,7}. 为 确定 起 见 , 我 们 考虑 0 < 入 < 1 的 情形 . 映射 

Tt:I- 一 TI+ 有 下 面 的 形式 
Ya = YK(cos(ky) ‘JY2 — sin(ky): hn), 
yi = 7Y "(sin(ky). gz + cos(ky) :i), 
2 二 入- ,元 . 

这 个 公式 类 似 于 (3.8.3)， 因 此 , 由 对 称 性 ， 如 果 我 们 选取 点 M+ € Ws\O 和 
M-(0,0,y7) e W*\O 以 及 它们 的 邻 域 I+ 和 本 -, 映射 T': II+ 一 TI” 的 值 域 由 可 数 
多 个 不 相交 的 收敛 于 正方 形 W*nII- 的 三 维 平板 cl 的 并 组 成 . 映射 7 : Hr+ 一 开 - 
的 定义 域 是 可 数 多 个 位 于 卷 盘 R+( 见 图 3.8.5) 


{(lyz|—e):y /<r (yl+e):y ,lz — zt| < eo} 
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图 3.8.4 鞍 - 焦点 (2,1+) 附近 Poincaré 映射 的 几何 . 


内 的 三 维 水 平平 行 六 面体 cl 的 并 , R+ 卷 向 Ws 轴 上 的 线段 
ws fH = {lz -zt|<g so, = Y= 0}. 


长 条 cg 沿 着 在 坐标 (y1,y2) 有 si .7-* 阶 直径 . 此 外 , cg 和 oR! 之 间 以 角 坐标 8 
按 yp 阶 角 度 分 开 . 

接 下 来 我 们 考虑 不 动 点 O 是 鞍 - 焦点 (2,2) 的 情形 . 对 应 的 线性 映射 了 可 以 写 
为 


31 = X(cos 7x1 — siny 72), 


元 2 = X(sin p .zl + cos yp: 7x2), 
(3.8.4) 

= Ycosy Yi — siny yo), 

V2 = 7Y(siny :y+ cosy vy2), 
其 中 wp,w 4 {0,7},0 < 入 < 1 < y， 任 选 两 点 M+(zt,z#,0,0) e Ws\O 和 
M-(0,0,y1 ,yz ) € W™*\O. 用 平面 (z1, T2) 和 (y1, y2) 上 坐标 系 的 直角 旋转 ， 不 影 
响 公 式 (3.8.4) 并 总 可 以 保证 z+ =0 和 yr = 0. 在 (z1,z2) 平面 引信 极 坐 标 (7, 9)， 
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3.8.5“ 贰 - 焦点 (1+,2) 附近 的 Poincaré 映 射 . 这 是 图 3.8.4 中 映射 的 逆 . 


在 (加 ) 平面 引入 极 坐 标 (p, a), 将 映射 (3.8.4) 写 为 下 面 的 简单 形式 : 

F= MN, 0=0+y, p= 7Yp, aG=a+y. 

因此 , 映射 T* 取 形 式 
F=Mr, OG=0+kp, P=7yp, a=oQ+ky. (3.8.5) 

由 于 0 < 入 <1< ,由 (3.8.5) 得 知 , 对 充分 大 的 有 Yreo > yz +e1, 和 *(Z1 十 co) < el， 
因此 TK(T+) 门 HI- 尖 6. 当 上 一 +oo 时 , 四 维 长 条 oj = T*(II+) 门 HI 收敛 于 二 维 
正方 形 

w* (I 一 {0,0， Iyi| < El， |y2 ee y2 | < ei}. 
平面 Ws : (z1,z2,0,0) 中 的 点 Mi = T*(M+) = (kzt ,jp) 位 于 对 数 螺 线 5 = 
z+ . Xi/ 上 . 因此 , 映射 T' : H+ 一 II- 的 值 域 ci 是 位 于 卷 盘 尺 (图 3.8.6) 


{(lzt+| -co) .Xie 入 地 区 (lz 十 eo) N/?, lhl < et| 殉 一 好 | 和 cl] 
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\> 


图 3.8.6 ”Rs 中 鞍 - 焦点 附近 的 Poincaré 映射 . 原来 的 三 维 平行 六 面体 HI+ 被 映射 映 为 平行 
六 面体 IT- 内 的 “ 卷 盘 ?. 平行 六 面体 H+ 在 逆 映 射 T-! 作用 下 的 像 具 有 相同 的 形状 . 


内 的 可 数 多 个 长 条 eof 的 并 , 卷 盘 卷 向 二 维 正 方形 W* 门 [I-. 沿 着 变量 (zl, zz), 长 
条 ct 有 soXkx 阶 直径 , 沿 着 角 坐 标 9, 长 条 of 和 oil 以 p 阶 角 度 分 开 . 

现在 求 映射 T' : H+ 一 I 的 定义 域 oo， 映射 T~* : H- 一 + 在 极 坐标 
(7,9, p,q) 下 可 以 写 为 

r=A-rtr, 0=0—kp, p=7*p, a=a— ky. (3.8.6) 
因为 0< 入 < 17 > 1, 定义 域 oo 是 由 位 于 卷 盘 R+ 
{(lyz|—e) :yt < ps (ylt+e):y °°/Y, 
|z1 — zit| < e0,|z2| < co} 


内 的 可 数 多 个 四 维 长 条 cl 组 成 ( 见 图 3.8.6), 卷 盘 卷 绕 地 趋 于 二 维 正 方形 Ws 个 II+. 
当 kk 一 二 oo 时 四 维 长 条 a8 收敛 于 正方 形 Ws: 门 II+. 在 坐标 (yi1,y2) 下 长 条 cg 有 
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ci7-*# 阶 直径 , 在 角 坐标 a 下 相 邻 长 条 cg 与 o9,, 之 间 的 角度 是 少 阶 的 . 
现在 考虑 鞍点 不 动 点 有 非 主 方向 的 情形 . 我 们 寻求 映射 T' ; IT+ -I- 在 三 维 
情形 的 定义 域 和 值 域 . 存在 两 个 情形 要 考虑 : 


1. Ws 是 二 维和 We* 是 一 维 . 
2. Ws 是 一 维和 W* 是 二 维 . 


在 第 一 个 情形 线性 映射 7 写 为 


为 确定 起 见 , 假设 其 中 入 和 是 正 数 , 上 且 0 < |X2| < 入 由 于 M+ ¢ Ws*, 得 知 
z+ 关 0, 因此 我 们 可 以 令 z+ > 0. 上 映射 T-* ;II- 一 II+ 由 


定义 , 其 中 (x,w,y) € II+, (z,6,9) € ~. 我 们 观察 到 对 充分 大 的 , 使 得 和 -el > 
z+ 十 co 和 |》z|-ksl > |wut| 十 e0, 长 条 a0 三 TI-)mIH+ 由 


oR={2%): le -zt el -utl Seoly -yy |<Yy "el 


给 出 , 即 它 们 是 由 某 些 厚度 为 2y-*ei 的 三 维 平板 组 成 , 当 k 一 +co 时 这 些 平板 趋 于 
正方 形 Ws 门 H+, 见 图 3.8.7. 
映射 T* 写 为 形式 
无 二 Xez， 五 一 Ms, Y= yy. 
长 条 ci = T*(II+) 站 I 由 


ol = {(3,6,9): |Z— Mzt| < Meo, |U— Mut|l 和 Meo, ly—y |< ea} 


给 出 . 
由 此 得 知 , 首先 , 当 一 +oo 时 长 条 oj 收敛 于 线段 


w* fH ={r=0,u=0, ly-y |<e}, 


且 它 们 的 形状 是 在 三 维 攀 


_ RR _ nlaal 
3>0, Co52 SigO7, |y-—-y |gea, a 1 


ln 入 
(+ 士 Eo) 
C25 ter Fa) 
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图 3.8.7 Ra 中 鞍点 邻 域内 的 Poincaré 映射 . 位 于 二 维稳 定 流 形 Ws 和 三 维 区 域 + 的 交 中 的 点 
的 像 组 成 枫 的 棱 . H+ 在 Ws 上 面 的 部 分 变换 到 攀 自 身 . II+ 的 斜 线 区 域 越 接近 Ws, 它 在 I- 内 
的 像 越 来 越 薄 且 越 来 越 靠近 W*. 


内 的 铅 直 “ 棒 ”. 这 个 棉 连 接线 段 
wr" NI = {z=0,u=0,|ly—y | < ae}. 


由 于 a>1 且 C12 关 o%, 横 在 W* 门 I 内 的 点 处 与 扩展 不 稳定 子 空 间 Ev @ EsT: 
{wv = 0} 相 切 , 如 图 3.8.7 所 示 . 
在 Ws 是 一 维 , W* 是 二 维 的 情形 , 映射 了 可 以 写 为 


T= Y=7Y, v= 7Y2v, 


其 中 |y| > |y|. 如 果 我 们 考虑 逆 映 射 T-!, 这 个 情形 就 化 为 上 一 情形 ， 如 果 我 们 选 
择 点 M+ e Ws 和 MT- e W*/W** 以 及 分 别 选择 它们 的 邻 域 + 和 I-, 则 映射 
T' : II+ 一 II- 的 值 域 是 由 收敛 于 正方 形 W* 门 [I 的 可 数 多 个 不 相交 的 三 维 平板 
ol 的 并 组 成 . 这 时 , 这 个 映射 的 定义 域 是 在 横 


{y > 0， Cay <v<Cy, |z~zrt| geo} 


内 的 可 数 多 个 三 维 水 平 棒 of 之 并 , 其 中 w = 也 个 在 


w: NI ={y=0,v=0,|z— zt| < ceo} 
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上 的 点 处 这 个 棉 切 于 扩展 稳定 子 空间 Es @ E*L : {v = 0}, 见 图 3.8.8. 


图 3.8.8 ”具有 其 它 拓扑 类 型 的 鞍点 附近 的 映射 , 即 鞍点 具有 一 维稳 定 流 形 Ws 和 二 维 不 稳定 流 
形 W*. 这 个 情况 可 考虑 为 图 3.8.7 中 映射 的 递 . 


现在 考虑 一 般 的 线性 情形 , 即 映射 (3.8.1), 这 时 1 > 14sz| = 入 > ||4ss|| 和 1 < 
1 42 = < 4) 假设 点 M+ 和 M- 都 不 在 鞍点 O 的 非 主 不 变 流 形 上 ， 
即 M+ Ee Ws/W 和 MT E Wr*/W*. 这 个 条 件 导 致 |zt+|| 关 0 和 jly- 川 关 0. 不 
失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 z+ > 0 和 wy- > 0. 容易 验证 , 高 维 长 条 ol 和 cl 在 主 方 
向 (z,y) 上 的 投影 类 似 于 上 面 考虑 的 情形 ， 至 于 考虑 到 非 主 方向 时 , 下 面 的 关系 成 


立 : 如 果 (z,w,y,v) Ee o0, 那么 当 k 一 十 oo 时 全 一 0; 以 及 如 果 (3,,9,5) € 号 , 那 


么 当 上 一 +o0 时 | nt 
3.9” 非 线性 鞍点 映射 的 几何 性 质 


上 一 节 的 结果 具有 基本 的 直观 特性 . 因此 , 在 线性 情形 考虑 的 几何 结构 对 一 般 
非 线性 映射 也 得 到 保持 , 这 一 点 是 重要 的 . 


3.9 ” 非 线 性 鞍点 映射 的 几何 性 质 . 137 ， 


在 鞍点 不 动 点 附近 , 非 线性 映射 了 可 写 为 
元 一 ATz+ f(x,u,y,v), 
d= 4ssu 十 fo(z,u,y,v), 


i (3.9.1) 
= Av“y + gi(z,u,y,v), 


Bd 


五 三 A + g2(7, L,Yy,v), 


其 中 z 和 2 是 主 坐 标 , w 和 vw 是 非 主 坐 标 . 矩阵 4sz 的 特征 值 的 绝对 值 等 于 和 (0 < 
入 < 1), 矩阵 As* 的 特征 值 的 绝对 值 小 于 和 , 矩阵 4uz 的 特征 值 的 绝对 值 等 于 y (> > 
1) 以 及 矩阵 4w 的 特征 值 的 绝对 值 大 于 y. 函数 f 和 9g 以 及 它们 的 一 阶 导 数 在 原 
点 为 零 . 假设 在 鞍点 O 的 某 个 充分 小 邻 域 0 内 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 已 经 被 直 化 ， 
即 f(0,0,y,v) 三 0 和 g(z,w,0,0) = 0. 于 是 流 形 Ws 的 方程 为 (y = 0,v = 0)， We, 
的 方程 是 (z = 0,w = 0). 

假设 鞍点 不 动 点 O 的 稳定 和 不 稳定 主 乘 子 是 单 的 ( 即 一 个 实 的 主 特征 值 , 或 者 
一 对 共 恩 复 的 主 特征 值 ). 

设 M+(z7,wut,0,0) 和 M-(0,0,y-,v-) 是 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 上 的 任意 
点 , 使 得 它们 没有 点 在 对 应 的 非 主 流 形 上 . 令 II+ 和 JI- 分 别 是 点 M+ 和 M- 的 充 
分 小 的 长 方形 邻 域 : 


I ={lz-ztl geolu -utl <eo, lyll<eo, lvll < eo}, 


开 ={lzl ga, lullsga, ly-y lsge, lv-v lge), 


使 得 TUI+)mH+ =&g 和 TO)mIH- = &%. 

在 这 个 情形 我 们 关于 映射 T' : II+ 一 IT 能 够 说 些 什 么 ?如 同 在 线性 情形 不 难 
证 明 存在 可 数 多 个 “长 条 ”ol = T-*()mIH+ 和 cl = Tr(I+) 站 HI-, 当 k 一 +o6 
时 它们 分 别 收敛 于 W3.N 门 H+ 和 VE。 站 IT-, 且 对 这 些 长 条 有 T*(g2) = ol. 

事实 上 , 由 边 值 问题 解 的 存在 性 ( 见 3.7 节 ) 得 


(Zk, Wk) ed {经 (zo0, uo, Yk, Uk), é? (zo, wo, Yk, Uk)}, (3.9.2) 
(Yo, vo) Ea {nt (zo, wo, Yk, Uk), (zo, Lo, Yk, vk)}, (3.9.3) 


其 中 当 一 +o0 时 el 一 0 和 inkll 一 0 ( 引 理 3.3). 因此 , 对 充分 大 的 (即使 得 
不 等 式 | < ei 和 linkl| < so 满足 ) 长 条 cg 和 由 下 面 的 条 件 定义 : 


一 一 叹 是 在 H+ 上 坐标 (zo, uvo,yo,vo) 满足 (3.9.3) 以 及 wk- 和 sa 和 wx 下 < 
sl 的 所 有 点 的 集合 . 

一 一 叶 是 在 I 上 坐标 (zk,wryyrsvk) 满足 (3.9.2) 以 及 jlzo 一 zt < eo 和 llwo 一 
ut < so 的 所 有 点 的 集合 . 
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注意 , 由 于 TGI)nITY = o,TGIT)mIC = 2, 又 由 于 映射 7 是 微分 同 胚 , 对 
不 同 的 及 长 条 of (7 = 0,1) 不 相交 . 

为 了 在 非 线性 情形 描述 映射 7" : HT+ ~ IT- 的 定义 域 cg 和 值 域 Ua 的 几何 
性 质 , 我 们 需要 一 些 关 于 边 值 问题 解 (3.9.2) 和 (3.9.3) 的 另外 的 估计 . 这 可 用 下 面 的 
方法 得 到 . 引入 坐标 (z,w,y,v) 使 得 下 面条 件 对 系统 (3.9.1) 成 立 : 


fi -= fil (Z, y, v)z 十 fi2(Z, L,Y v)u, 


9i = 9il (z， Vu, YY 十 gi2(Z， 2 2 v)v, 
(3.9.4) 
fijly=0,v=0 三 0， 91;|z=0,u=0 三 0， 


jillz=o 三 0， gilly=o 三 0 (7 = 1,2). 


这 样 的 C 一 : - 坐标 (> > 2) 的 存在 性 是 定理 3.22 的 结果 (证 明 与 附录 A 中 定理 
A.1 的 证 明 类 似 ). 在 这 些 坐 标 下 非 主 不 变 流 形 也 已 直 化 : Wiss 的 方程 是 (y = 0,v = 
0z=0), Wiuv 的 方程 是 (z = 0,w = 0,y = 0). 此 外 , 在 Ws 和 Wr 上 的 主 坐标 方程 
都 是 线性 的 . 我 们 也 指出 , 在 z 和 五 方 程 右 端 的 所 有 z .p(y,v) 类 型 的 项 都 被 消去 ， 
了 和 五 方 程 右 端的 ya(z,u) 类 型 的 项 也 都 被 消去 . 


引 理 3.6 ”如 果 (3.9.4) 中 的 恒等式 成 立 , 且 主 特征 值 是 单 的 (实数 或 者 复数 )， 
那么 
= (A Trot oN), m= A) ty +o(y*), (3.9.5) 


各 二 o( 生 )， 避 =o(y*). (3.9.6) 


其 中 项 o(A*) 和 o(y-*) 是 Cr-1 - 光滑 的 , 且 它 们 所 有 的 导数 分 别 也 是 o(X*) 和 
ol ) 阶 的 . 


证 明 见 附录 B. 

由 引 理 3.6 立刻 看 到 , 长 条 集 cg 和 cl 的 几何 结构 本 质 上 与 线性 情形 相同 . 事 
实 上 , 由 估计 (3.9.6) 得 知 , 这 些 长 条 沿 着 非 主 坐标 位 于 横 内 (因为 在 非 主 坐标 上 的 
压缩 和 伸 长 渐 近 地 强 于 在 主 坐 标 上 的 压缩 和 伸 长 ). 由 估计 (3.9.5) 得 知 , 主 坐 标 上 的 
几何 结构 主要 由 映射 7 的 线性 项 确定 : 如 果 主 乘 子 是 复数 , 则 长 条 属于 卷 盘 ; 如 果 
稳定 或 不 稳定 主 乘 子 是 实数 , 则 对 应 的 长 条 分 别 凝 聚 到 Wi 或 We 如 果 乘 子 是 正 
的 , 则 长 条 从 一 边 凝聚 , 如 果 乘 子 是 负 的 , 则 长 条 从 两 边 凝 聚 . 

注意 , 这 里 推 得 的 这 个 图 像 基于 引 理 3.6, 它 仅 对 Cr 类 映射 (r > 2) 成 立 . 为 了 
证 明 对 Ci 的 情形 相同 的 几何 得 到 保持 , 我 们 可 以 利用 5.2 节 中 介绍 的 修改 过 的 边 
值 问题 . 

必须 指出 , 如 果 我 们 不 将 映射 了 预先 化 为 特殊 形式 , 那里 函数 f 和 9 满足 条 件 
(3.9.4), 引 理 3.6 可 以 不 成 立 . 我 们 用 下 面 的 例子 说 明 这 点 . 
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考虑 下 面 形式 的 三 维 映射 妃 
T=AT, = Mt zy, y= 7Yy, 


其 中 0 < Xz < 入 <1<7. 这 里 0(0,0,0) 是 鞍点 不 动 点 . 二 维稳 定 不 变 流 形 fs 的 
方程 是 y = 0, 一 维 不 稳定 不 变 流 形 Wr 的 方程 是 x = w = 0. 非 主 稳定 不 变 流 形 
Ws e Ws 的 方程 是 y= z = 0. 

映射 Th 的 边 值 问题 是 : 给 定 初始 值 (zo,Uo,yk) 和 k， 求 (zk,wxk,yo) 使 得 
TE (zo0, uo, yo) = (Zk, ups Yk). 


我 们 可 将 这 个 系统 化 为 形式 


Xj; 二 Mizo, 


了 一 上 
Uji 一 M3uo >》, A ' Aszo- YKyy, 
s 一 0 


Yi = YKYk 
(7 =0,1,..: , 上). 


由 (3.9.7) 看 到 zk = 和 zo, yo = Y-*yx. 同样 


(3.9.7) 


k—1 

Uk = Muo t+ > Ml! Azo .yyy 
s=0 

5 


P| 
i 入 
= Muo 十 MYy royk > ( 守 ) 


s 一 0 
由 于 
二 
$= 二 > 

系数 

k—1l Ss i 

a 

-0 入 2 6 一 1 1 


我 们 看 到 , 如 果 zoyk 关 0, 则 对 充分 大 的 k 有 wk ~ 入. 因此 , 虽然 Xa < X, 但 沿 着 主 
与 非 主 坐标 收敛 的 速度 是 相同 的 , 这 与 引 理 3.6 矛盾 . 
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下 面 几 节 我 们 将 集中 讨论 研究 周期 轨 线 的 方法 , 它 基 于 将 系统 化 为 非 自治 方程 
周期 系统 , 其 维 数 比 原 系 统 的 维 数 小 1. 我 们 也 将 研究 Poincaré 映射 的 构造 问题 以 
及 计算 周期 轨 线 的 乘 子 . 
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考虑 (n 十 1) 维 Cr -光滑 (r > 1) 的 微分 方程 系统 
£=X(z), (3.10.1) 
它 有 周期 轨 线 工 :zx = y(t), 周期 为 T. 
定理 3.11 存在 C" - 光滑 的 坐标 变换 和 时 间 尺 度 化 , 使 得 在 周期 轨 线 工 的 小 
邻 域内 系统 取 形 式 
y= A(O)y + F(0,Y), 
0=1, 
其 中 ye R", beSl. 这 里 A(9) 关于 9 是 Cr - 光滑 , 周期 为 + 的 (nxn) 矩阵 . Cr 
- 光滑 函数 下 关于 9 也 是 周期 为 7 的 周期 函数 . 此 外 
F(0,0) =0,， Fs(9,0) = 0. (3.10.3) 


注 ”时间 的 尺度 化 等 价 于 用 纯 量 函数 乘 右 端 . 因此 没有 尺度 化 的 系统 在 法 坐标 
下 写 为 


(3.10.2) 


y = A(9)y + F(0,y), (3.10.4) 
0 = 1+b(0, 2)， 


其 中 
F(0,0)=0, Fi(0,0)=0, 86,0) = 0. 

定理 的 证 明 . 用 下 面 的 方法 可 将 原来 系统 化 为 形式 (3.10.2). 在 每 一 点 Me(z 
2(9))， 选 择 (n + 1) 个 线性 无 关 的 向 量 (No(8), Ni(9),… , Nn(9)),， 其 中 No(9) 
gp'(9) 二 X(2(9)) 是 速度 向 量 , 它 在 Me 处 与 周期 轨 线 L 相 切 . 假设 Ni(9) (i 
1,… ,n) 是 9 的 光滑 函数 . 设 Me 是 由 (N1(9),… ,Nn(9)) 张 成 的 空间 , 即 空间 Me 
与 工 横 截 相交 . 

用 (加 ,yn) 记 以 (Ni1(9),… ,Nn(9)) 为 基 的 空间 Me 的 坐标 . 如 果 点 M e 
Me 有 坐标 (加 …… ,yn), 则 连接 点 Me 与 点 M 的 向 量 ( 见 图 3.10.1) 由 


MoeM = yiNi(0) + :+ ynNn (0) 


给 出 . 
因此 , 点 M 原来 的 坐标 z 由 公式 


T= (0) +YyNi(0) + + ynNn(0) (3.10.5) 


或 者 由 
ZT1 = p1(0) + Ni(0) + + ynNn,1(0), 


ZT2 = p2(0) + N12(0) + + YnNn,2(0), 
(3.10.6) 


Tn+l 一 pn+1(0) 十 yiN1in+1(0) 十 ws ynNn,n+1(0) 
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给 出 , 其 中 Ni; 是 向 量 Ni 的 第 j 个 分 量 , pi 是 周期 轨 线 工 上 点 Ms 的 第 j 个 坐标 . 


图 3.10.1 ”周期 轨 线 附近 的 法 坐标 . 在 截面 5 上 的 向 量 Ni(6) 与 速度 向 量 No 正 交 . 


公式 (3.10.5) 可 以 视 为 光滑 的 变量 变换 (2, gp… ,yn) 司 (zi ,zznfi) 为 了 
证 明 这 实际 上 是 有 效 的 变量 变换 , 必须 验证 Jacobi 矩阵 J 的 非 奇 异性 .LKL 上 点 的 
y 向 量 的 值 为 零 , 即 (yi,y2,… ,yn) = (0,0,… ,0), 又 由 于 我 们 考虑 周期 轨 线 的 小 邻 
域 , 故 只 需 验 证 J 在 y = 0 处 不 为 零 . 

由 (3.10.6) 我 们 得 到 


PA(0) + > ,yiN4(0) Ni(0)  … Nn,1(0) 

i=1 
92(9) + >》 yi Ni2(0) Ni2(0) :+ Nn,2(0) 

J(9,y) = det i=1 
pnt+l (9) 士 了 ViNin+1(0) Ni,n+1(0) ES Nn,n+1{0) 


和 1 
将 y= 0 代入 , Jacobi 矩阵 变 成 
21(9) N11(0) “Nn,1(0) 
yp2(0) N12(0) + Nn,2(0) 
J(0,0) = 


Ph11(0) Nin+1(0) :+ Nnn+1(0) 
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7(9,0) 的 第 一 列 是 由 向 量 No(9) 的 分 量 组 成 , 其 余 的 列 是 由 向 量 N;(9) 的 分 量 组 成 . 
由 构造 , 这 些 向 量 必须 对 所 有 的 9 线性 无 关 , 即 Jacobi 矩阵 J(0,0) 非 奇 异 . 
把 系统 (3.10.1) 写 为 新 变量 形式 . 将 (3.10.5) 代入 (3.10.1) 给 出 


(X(p(0)) + YNI(0) + + ynN/ (0))6 + I Ni(0) + -+ Nn(0) 


(3.10.7) 
X(p(0) 本 ViNi(9) J ynNn(0)). 
由 (3.10.7) 直接 得 知 在 y= 0 有 6=1 和 =0. 因此 , 系统 取 形式 (3.10.4). 
为 了 化 为 形式 (3.10.2), 可 以 用 下 面 的 时 间 变 量变 换 : 
dt 


来 达到 . 

在 这 个 证 明 中 漏 掉 的 一 点 , 就 是 充分 光滑 的 向 量 族 (Ni(9),… , Na(9)) 与 向 量 
No(9) 一 起 构成 线性 无 关系 的 构造 方法 问题 . 代替 这 个 算法 的 说 明 , 我 们 叙述 另 一 个 
证 明 方法 , 它 在 今后 还 要 被 用 到 . 

选择 一 个 通过 工 的 小 截面 5. 令 y = (yi,… ,yn) 是 3 上 的 坐标 . 设 t(z, 是 
点 z 沿 着 系统 (3.10.1) 的 对 应 轨 线 的 时 间 + 移 位 . 对 在 工 的 小 邻 域内 的 每 一 点 z 存 
在 唯一 确定 的 tz) > 0 使 得 y= X(t(x),z) 是 点 z 的 向 后 轨 线 与 5 的 第 一 个 交点 . 
由 定义 t(z) < ty), 其 中 tly) 是 Poincaré 回复 时 间 . 我 们 可 用 时 间 尺 度 化 使 得 对 所 
有 小 y, 这 个 回复 时 间 是 常数 : fy) 三 7. 为 此 我 们 定义 新 时 间 为 


di = 人 + a(Wé ( 落 ) dt, (3.10.9) 


其 中 y=X*(-t(z),z) 沿 着 点 z 的 轨 线 与 截面 5 的 两 个 相继 交点 之 间 的 轨 线 段 是 党 
数 . 当 z 穿 过 S 时 y 的 值 跳跃. 为 使 变换 (3.10.9) 连续 , 我 们 选择 函数 上, 当 它 的 变 
量 接近 于 0 或 1 时 (这 对 应 t(z) 接近 于 0 或 iy), 即 接近 于 z 的 轨 线 与 5 相交 的 时 
刻 的 情形 ) 恒 等 于 零 . 除了 这 些 值 ,6 必须 是 光滑 非 零 函 数 . 这 样 的 函数 5 的 存在 性 
是 标准 事实 . 此 外 , 我 们 可 以 要 求 a 

因此 , 我 们 有 光滑 的 时 间 变换 只 要 a 充分 小 . 新 的 回复 时 间 是 


t(y) at 
[ed= Uy)+ oly) ME: 和 ( 击 )*= - i) ew)) (3.10.10) 


因此 , 如 果 令 a(y) = 了 一 1, 我 们 事实 上 找到 的 新 回复 时 间 是 常数 . 观察 到 对 小 的 
y, t(y) 接近 于 r, 于 是 a(y) 很 小 , 因此 (3.10.9) 中 的 因子 非 零 , 从 而 , 公式 (3.10.9) 
给 出 时 间 好 的 尺度 化 . 
设 
y= By+ Foly) (3.10.11) 
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为 Poincaré 映射 :5 一 5, 其 中 加 (0) =0 且 现 (0) = 0. 由 定义 ， 
T(y) = X(T,Y). (3.10.12) 


如 我 们 早先 指出 的 , 矩阵 B 的 特征 值 (等 价 于 工 的 乘 子 ) 的 积 是 正 数 . 因此 , 可 以 证 
明 存 在 非 奇异 矩阵 族 4(9) (0 < 9 < 7) 使 得 4(0) = 了 ,A(7) = B, A'(0) = A'(7) = 0， 
4(9) 是 Cr+l 光滑 依赖 于 9 (我 们 对 这 个 很 标准 的 事实 不 给 证 明 ). 

考虑 微分 同 胚 族 Yo : yo ye(0 < 9 & 7), 


ye = 4(9)yo + 7(0) Fo (yo), (3.10.13) 


其 中 mn(9) 是 Cr+l 光滑 的 纯 量 函 数 , 它 在 9 = 0 的 小 邻 域 内 恒 等 于 零 , 在 9 = r 的 小 
邻 域内 恒 等 于 1 (对 接近 于 0 和 r 的 9 值 , 这 也 得 出 Y(6) = 0). 我 们 还 假设 对 接近 
于 0 和 7 的 0, 有 4'(9) = 0. 因此 , 2 对 所 有 接近 于 0 的 9 是 恒 同 映射 , 对 所 有 接 
近 于 T+ 的 9 它 与 Poincaré 映射 了 重合 . 

由 于 已 (0) = 0, 且 对 所 有 09, 4(9) 非 退化 , 映射 (3.10.13) 可 道 , 即 


yo = 4-1(9)yo + Fi(0, ye), (3.10.14) 


其 中 下 (0,0) = 0, 对 所 有 接近 于 0 和 7 的 9 有 Fl,(9,0)=0 和 Fls==0. 
用 下 面 的 规则 
r=X(0,Y 1(y)) (3.10.15) 


作 坐 标 变换 (9， Yl ,Yn) 一 (zl pe ; Tn+1). 换 句 话说 ， 我 们 将 沿 着 系统 (3.10.1) 的 


轨 线 的 点 yo e 5 的 时 间 6 移 位 等 同 于 由 (3.10.13) 给 出 的 点 yo 的 时 间 9 移 位 . 当 0 
接近 于 0 时 , 方程 (3.10.15) 变 为 


z= XX(0,Y), (3.10.16) 
当 9 接近 于 7 时 它 化 为 
r= XX(0,T-1(y)). (3.10.17) 
由 定义 (3.10.12), 公式 (3.10.17) 与 
r= XX(0—7,Yy) 


重合 . 将 后 者 与 (3.10.16) 比较 , 我 们 得 到 Cr - 光滑 的 坐标 变换 (3.10.15) 是 +- 周期 
的 . 
新 坐标 y 的 发 展 由 (3.10.13) 给 出 , 其 中 6= 1. 由 (3.10.14) 我 们 有 
y= A'(O)yo + (0)Fo(yo) 
= A'(9)A(0)— 1y + A'(O)F(0,y) + (0)Fo( A(O) 1y + Fi(0,Y)). 


(3.10.18) 
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记 
4(9) = A'(0)A(0)-, 
本 (3.10.19) 
F(0,y) = A(O) FI(0,y) + m0) F(A(O) -ly + Fi(0,y)). 
证 明 完 毕 . 

使 表达 式 (3.10.2) 成 立 的 坐标 称 为 法 坐标 . 在 法 坐标 下 , y = 0 是 周期 轨 线 工 的 
方程 ， 相 变量 9 参数 化 L 上 的 点 ， 注 意 法 坐标 不 是 唯一 的 : 不 同 的 基 Ni(b) (i = 
1,… ,n) 给 出 不 同 的 坐标 变换 . 但 是 , 我 们 构造 的 优点 是 在 法 坐标 下 增加 了 系统 的 
光滑 性 . 即 下 面 的 论述 成 立 : 


引 理 3.7 系统 (3.10.2) 的 右 端 关于 y 的 所 有 导数 在 y= 0 是 9 的 Cr -光滑 
函数 . 


证 明 从 (3.10.13) 立刻 看 出 ,所 有 的 导数 地 名 (k= 二 1.…,7) 是 9 的 Cr+l 


8 | -= 
- 光滑 函数 .按照 (3.10.13), 这 意味 着 所 关于 w 垦 加 ~ 0 的 所 有 导数 也 是 9 的 
Cr+l -光滑 函数 . 现在 引 理 由 (3.10.19) 得 知 . 


注意 , 我 们 的 构造 对 解析 系统 不 成 立 ( 函数 上 ,7 不 可 能 是 解析 的 , 因为 它们 在 
某 些 区 间 上 人 恒 等 于 零 )， 为 了 在 解析 情形 解决 这 个 问题 , 我们 可 由 公式 (3.10.15) 先 
作 Cee - 光滑 的 坐标 变换 , 然后 由 (3.10.15) 在 y 空间 取 Ce - 向 量 及 (9) 为 基 
向 量 的 像 . 由 于 向 量 系 {No(9), Ni(9),…. , Nn,(9)} 线性 无 关 , 对 充分 接近 的 解析 近似 
(N1(9),… , Nn(9)) 线性 无 关 的 条 件 将 不 被 破坏 . 现在 , 在 我 们 找到 线性 无 关 的 解析 
依赖 于 9 的 向 量 系 {No(9), Ni1(9),… ,Nn(9)} 以 后 , 所 求 的 坐标 变换 由 (3.10.6) 和 
(3.10.8) 给 出 . 
我 们 指出 , 一 旦 我 们 明显 地 知道 解 工 : {zx = w(t)}, 我 们 可 以 求 得 法 向 量 系 
(Ni1(9),… ,Nn(9)), 因此 也 找 出 了 明显 给 出 (3.10.2) 右 端的 坐标 变换 . 
形式 (3.10.2) 是 很 方便 的 , 因为 平面 9 = 常数 是 截面 , 且 截 面 上 任何 一 点 的 回 
复 时 间 都 相同 并 等 于 +. 选择 平面 9 :6 = 0 作为 这 样 的 截面 , 并 定义 Poincaré 映射 
5 一 S. 对 于 从 5 出 发 的 轨 线 , 由 (3.10.2) 的 第 二 个 方程 我 们 有 9 = t, 因此 问题 化 
y= At)y+ F(t,y). (3.10.20) 


这 个 方程 满足 初始 条 件 yo 的 解 可 以 用 逐次 逼近 法 确定 为 系数 依赖 于 时 间 的 yo 
的 寡 级 数 形式 . 第 一 次 近似 选择 线性 化 系统 
vy = A(t)y (3.10.21) 
的 解 . 


第 m 次 近似 由 
了 = A(t)y™ + Ft, y™)) (3.10.22) 
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给 出 . 设 B(t) 是 系统 (3.10.21) 的 基本 解 矩阵 , 即 系统 (3.10.21) 的 解 有 形式 
yt) = Bt)y. 
于 是 , 系统 (3.10.22) 的 解 由 公式 


y™)(t) = B(t) (2 +/ s OPGy De)as) (3.10.23) 


给 出 . 从 (3.10.23) 看 出 , 每 一 次 逐次 逼近 与 前 一 次 逼近 差 高 阶 项 , 即 
y(t) — ym Nt) = Bt) J B71(s)(F(s,y™ (ss)) 一 下 (sy 2)(s)))ds， 
因此 
(My — yD gm 一 9 一 wm 一 3 = oy mn ~ ym) 


(因为 在 y = 0,F' = 0)， 利 用 公式 (3.10.23), 我 们 可 以 求 得 系统 (3.10.20) 的 解 的 
Taylor 展开 的 任何 次 项 . 将 上 = r (周期 ) 代 人 所 得 的 展开 式 , 得 到 Poincaré 映射 的 
Taylor 展开 . 

我 们 也 指出 Poincaré 映射 可 表示 为 形式 


y= B(T)Y + Vv(Y), (3.10.24) 
其 中 函数 亚 (9) 与 它 的 一 阶 导数 在 y = 0 为 零 . Poincaré 映射 的 线性 部 分 有 形式 
y= B(7)Y. 


由 于 周期 轨 线 工 的 乘 子 (pi,… , pn) 可 以 作为 矩阵 B(7) 的 特征 值 求 得 . 因此 , 如 果 
周期 解 {z = y(t)} 和 线性 系统 

y= A(t)y (3.10.25) 
的 基本 解 矩 阵 B(t) 已 知 , 则 存在 构造 Poincaré 映射 以 及 计算 周期 轨 线 乘 子 的 标准 
方法 . 


3.11 ” 变 分 方程 


周期 轨 线 的 稳定 性 问题 本 质 上 与 平衡 态 对 应 的 问题 没有 什么 区 别 . 两 者 的 稳定 
性 条 件 都 由 一 次 近似 方程 确定 , 即 由 平衡 态 对 应 的 线性 化 系统 或 者 由 周期 轨 线 的 所 
谓 变 分 方程 确定 . 

设 zx=e 风 是 (十 1) 维 自治 系统 


= XX(7) (3.11.1) 
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的 周期 解 , 周期 为 7. 
引信 新 变量 &, 使 得 
z=&€+ v(t. 
借助 于 这 个 新 变量 , 系统 取 下 面 形式 


= DOD6+…， 
其 中 
OX 
D(t) 一 Br Sy 
T=p(t) 


这 里 省 略 号 表示 《 的 高 阶 项 . 我 们 看 到 , 这 个 变量 变换 将 (n + 1) 维 自治 系统 化 为 
(十 1) 维 非 自治 系统 . 
线性 周期 系统 
€= D(t)é (3.11.2) 


称 为 变 分 方程 . 显然 , 如 果 tl(t) 是 (3.11.2) 的 解 , 那么 st 十 r) 也 是 解 . 事实 上 , 在 作 
时 间 移 位 上 一 上 +r 后 , 我 们 得 到 


dét(t +7) 
ad(t+7) 


= D(t+7T)é(t+7), 


因此 
EE = D(t)é(t +7). 


(3.11.2) 的 通 解 是 
&€(t) = V(t)é(0), (3.11.3) 
其 中 亚 ( 是 基本 解答 阵 , 它 的 列 亚 9 人 (i = 1,… ,n 二 1) 是 (3.11.2) 满足 t=0 是 
基 向 量 的 解 . 由 于 亚 中 (t+7) 也 是 解 , 由 (3.11.3) 得 知 亚信 (t 十 7) = 亚 (#) 亚 上 站 (7), 或 
者 
V(t+7) = V(t)v(7). (3.11.4) 
方程 
|¥(7)— pI|=0 (3.11.5) 
称 为 特征 方程 . (3.11.5) 的 根 (p1,… ,pn+i) 称 为 特征 根 或 者 Floquet 乘 子 . 
特征 方程 关于 任何 变量 变换 
7 = Q(t)E (3.11.6) 


是 不 变 的 , 其 中 矩阵 Q(t) 对 所 有 t 非 奇异 , 它 光 滑 依 赖 于 时 间 并 以 r 为 周期 . 事实 
上 , 经 这 个 变量 变换 后 系统 (3.11.2) 仍 保持 为 线性 周期 系统 . 记 它 的 基本 解 矩阵 为 王 ， 
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即 通 解 为 n(t) = 亚 (97(0). 由 (3.11.3),(3.11.6), 我 们 有 下 (= Q(t)(t)Q(0)-!. 因此 
由 Q(t) 的 -周期 性 , 矩阵 更 (>) 与 亚 (7) 相似 : 


(7) = @(0) 亚 (r)Q(0)-:1. 
因此 ， 
(7) — pl| = |Q(0)¥(7)Q(0)T! -pI| = |Q(0)(¥(7) -onDQ(O)-!l = 人杰 (r) — pl), 


这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 

由 此 得 知 , 周期 轨 线 的 Floquet 乘 子 并 不 依赖 于 坐标 z 的 特殊 选择 . 事实 上 ， 
设 y=h(z) 是 在 周期 轨 线 工 的 某 个 小 邻 域内 将 系统 (3.11.1) 化 为 y=Y(y) 的 微分 
同 胚 . 在 新 变量 下 工 的 方程 是 y = pe 从) = w(t). w(t) 的 变 分 方程 现在 是 


,oY 


ee Ov 7， 


y= (t) 


它 是 由 (3.11.2) 经 变量 变换 (3.11.6) 得 到 的 , 其 中 Q(t) = jr'(yp(t)). 因此, 特征 方程 
和 特征 根 事实 上 保持 不 变 . 

特别 地 , 在 法 坐标 下 , 当 系 统 有 (3.10.4) 的 形式 时 , 在 周期 解 (y = 0, 9 = t mod 7) 
的 邻 域内 系统 的 线性 化 给 出 下 面 的 变 分 方程 


: 40 0 
6 人 


容易 看 到 这 个 系统 的 基本 解 矩 阵 有 形式 
(2 | 
Bt) 1/ 


= A(t)7 
满足 8(0) = 工 的 基本 解 矩阵 . 因此 , 特征 方程 可 以 表示 为 形式 


|®(7) — pll(p —1)=0. 


另 一 方面 , 上 一 节 我 们 已 经 指出 , L 附近 Poincaré 映射 的 乘 子 是 方程 |B(7) 一 pT|=0 
的 根 . 因此 , Floquet 乘 子 (p1,:… ,pn) 与 Poincaré 映射 不 动 点 的 乘 子 重合 ， 且 最 
后 一 个 Floquet 乘 子 pn+1 永远 是 平凡 的 : pn+l = 1 

平凡 特征 根 的 存在 性 是 自治 系统 周期 轨 线 附近 变 分 方程 的 一 个 特性 . 因为 z = 
w(t) 是 解 , 即 由 于 


其 中 B(t) 是 系统 


p(t) = X(p(t)), 
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关于 t 微分 我 们 得 到 
i 
由 此 &(t) = p(t) 是 变 分 方程 (3.11.2) 的 解 . 从 而 由 (3.11.3) 有 z(t) = 亚 (t)p(0). 由 
于 y(t) 是 周期 为 7 的 周期 函数 , 故 2(0) = 更 (r)2(0). 这 意味 着 2(0) 永远 是 更 (r) 的 
特征 向 量 , 对 应 的 特征 根 (pn+i) 永远 等 于 1. 这 个 发 现 属于 Poincaré. 
我 们 引入 量 


入 In px 
元 


1 : 
三 zn lpr| + ilargpxk + 2nmxe)], k=1,...,n+l, (3.11.7) 


称 它们 为 特征 指数 . 从 (3.11.7) 我 们 看 到 A; 按 模 rm 定义 , 其 中 mx 是 整数 . 但 
是 , (Re X，… ,Re 和 n+1) 是 唯一 确定 的 . 它们 称 为 周期 轨 线 z = y(t) 的 Lyapunov 
指数 
这 些 量 对 任何 形 如 (3.11.2) 的 线性 周期 系统 都 有 意义 . 回忆 由 自治 系统 得 到 的 
变 分 方程 情形 , 总 是 存在 平凡 特征 根 , 因此 在 这 种 情形 一 个 Lyapunov 指数 总 是 零 
基本 解 矩 阵 的 列 满足 (3.11.2), 即 Sv = D(t)V(t). 因此 


det V(t) = tr D(t): det V(t), 


由 此 得 Wronsky 公式 
det T(t) = eho tr Dl(s)as, 


在 t=7 我 们 得 到 
pip2a***pnt1 = eh Pl)de, (3.11.8) 


其 中 (pi1,… ,pn+1) 是 特征 根 . 显然 所 有 的 pi1,-… , pn+1 都 异 于 零 , 因此 亚 (7) 是 非 奇 
异 的 . 
当 线 性 系统 (3.11.2) 是 由 自治 系统 (3.11.1) 得 到 时 , 这 个 公式 变 为 


pip2 sa- pn 一 ce div Xls=w() ds (3.11.9) 


或 者 
1 
入 -二 5 十》 二 :/ div 天 |==e(s)ds. (3.11.10) 
0 


注意 , 在 一 般 情形 , 求 出 变 分 方程 的 基本 解 矩 阵 或 者 它 的 特征 根 的 显 式 形 式 是 


不 可 能 的 . 二 维 情形 仅仅 是 个 例外 . 在 这 种 情形 下 , 公式 (3.11.10) 给 出 单个 非 平凡 
的 Lyapunov 特征 指数 


_1 /IOX(p1(t), p2(t)) | OX2(p1(t), p2(t)) 
:=+/ 的) es [a 
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设 69(0) 是 亚 (r) 对 应 于 乘 子 ps 的 特征 向 量 . 从 ECb(0) 开始 的 解 是 E09 (4) 二 
亚 (bt(0). 由 于 更 (>)50(0) = pr€(%(0), 从 (3.11.4) 对 一 切 t 得 
€ (t+ 7) = PKEC (8). 
由 此 得 函数 
Pk(t) = eté(®) 人 
是 7 周期 的 : 因为 exsr = ph, 我 们 有 
Pelt+7) =e OEM E+T) = e Me rp 人 = pelt). 
从 而 ， 
EF) (t) = pr lt)est, (3.11.11) 
其 中 g(t) 是 周期 函数 . 
更 一 般 的 结果 也 成 立 , 它 就 是 熟知 的 Floquet 定理 [24] : 线性 时 间 周 期 系统 的 


基本 解 矩 阵 更 满足 
V(t) = B(t)et!, (3.11.12) 


其 中 B(t) 是 7 - 周期 矩阵 , A 是 常数 矩阵 , 它 的 特征 值 是 特征 指数 (A1,… ,和 ,+1). 
为 了 证 明 这 点 我 们 指出 , 由 (3.11.4) 矩阵 B(t) = V(t)e- 是 - 周期 的 , 如 果 


V(T) = eAr， (3.11.13) 


即 如 果 rA 是 亚 (7) 的 对 数 . 非 奇 异 和 矩阵 的 对 数 的 存在 性 是 熟知 的 事实 . 例如 , 如果 
所 有 的 (pt pz,… ,pn+1) 相 异 , 则 B(t) 相似 于 对 角 和 矩阵 


0 
V(r7)=P No P-1, 
0 | 
和 1 0 
A=P | 万 -1 
0 Mn+1 


由 此 , 从 (3.11.12) 立刻 得 知 周期 的 变量 变换 上 = E(t)y 将 系统 (3.11.2) 变 为 自 
治 系统 


且 和 矩阵 A 是 简单 的 


y= Ay. 
注意 , 方程 (3.11.13) 一 般 定 义 一 个 复 值 矩 阵 A, 即使 亚 (r) 是 实 的 .因此 矩阵 
更 ( 划 是 复 的 , 实 7 - 周期 变换 将 系统 变 为 自治 系统 形式 并 不 总 是 存在 . 不 过 , 下 面 的 
定理 成 立 . 
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定理 3.12 (Lyapunov) ”存在 形 如 ¢ = 多 (t)y 的 变量 变换 , 其 中 多 (t) 是 周期 为 
27 的 实 周 期 矩阵 , 这 个 变换 将 系统 (3.11.3) 变 为 
y= Ay, 
其 中 A 是 实 常数 矩阵 , 它 的 特征 值 满足 e27 = pz2. 
我 们 看 到 Re 和 kx = Re 和 4, 其 中 和 4 是 (3.11.2) 的 特征 指数 . 因此 ， 


。 如 果 所 有 的 Lyapunov 指数 都 是 负数 , 则 线性 系统 (3.11.2) 的 解 <= 0 当 t 一 +eo 
时 是 指数 式 稳定 的 ; 
。 如 果 至 少 存在 一 个 正 Lyapunov 指数 , 则 平凡 解 不 稳定 . 


为 了 证 明 这 个 Lyapunov 定理 , 我 们 用 UV 记 和 矩阵 亚 (7) 对 应 于 所 有 负 实 数 特征 
值 ok 的 特征 空间 , 用 Y 记 亚 (r) 对 应 于 剩余 的 特征 值 的 特征 空间 . 因此 ,e = (u,v), 
其 中 we U,v eV. 对 线性 变换 

0 : (u,v) FF (—u,v), (3.11.14) 
矩阵 4 = cg(r) = 亚 (7)c 没有 负 的 实 特征 值 . 由 构造 , 它 的 特征 值 不 满足 忆 = p2. 
和 矩阵 4 相似 于 实 Jordan 型 矩阵 : 
A= P(A° + AA)P-!, 
其 中 
AR4 = Pk 如果 Bi 是 实数 ， 


_1 
43 48kr 1 _ 1 1yfre 0 让 (3.11.15) 
ARrlk ARtLE+L —i 1 0 re-i9 一 


ns Boned 如 果 (Bk = re', Pkti = re- 认 ) 


rsing 7 Cos 只 
4。 的 所 有 其 它 元 素 是 零 , A4 中 仅 有 的 非 零 元 素 可 为 
(A4)pkHi =1 如 果 Bi = Pr+1 是 实 的 重 特征 值 
和 
(AA)kk+2 =1 如 果 Pi = Pk+2 是 复 的 重 特征 值 . (3.11.16) 
可 以 验证 4 的 实 对 数 由 下 面 公式 给 出 : 
mn A=Pln(A°* + AA)P-! = Plln A° +ln(I + (A°)-1AA)]P-! 
。 oo (—1)s Pe AA 和 2 (3.11.17) 
=Plin4 Da (AA)’| P-i, 


8 一 1 


3.11 变 分 方程 .151 . 


其 中 
(In 4°)kk = In Pp 如 果 #4 是 实数 ， 


(In 42?)kk (In A®°)k,k+1 Inr -9 _ 风 
& Ar)krik (ln ed, ( 几 In . WR Or Me 
(3.11.18) 

公式 (3.11.18) 给 出 实 值 矩 阵 In 4"， 因 为 由 构造 所 有 的 实 Pi 是 正 的 ， 由 于 
由 (3.11.8) 所 有 的 pk 非 零 , 故 矩阵 (4°)-! 存在 对 充分 大 的 s, 因为 (A4)* = 0， 
可 知 在 (3.11.17) 中 的 级 数 收敛 . (3.11.17) 中 ln(4e。 + A4) 的 展开 式 是 纯 量 对 数 的 
Taylor 展开 的 重复 : 在 这 里 用 了 纯 量 的 算法 , 因为 矩阵 In 4°, 4° 和 A4 可 交换 , 即 
4 :ln A =In A°.A°,A°.:AA=AA.A°,AA.In A° =In A° .AA ( 见 (3.11.15), 
(3.11.16), (3.11.18)). 

现在 我 们 取 


故 


由 此 得 知 矩阵 旬 (t) = 亚 (t)e-t 满足 
B(t+7) = Bl(t)o (3.11.19) 
( 见 (3.11.4)). 特别 地 , 更 ( 是 27 - 周期 的 . 由 构造 , (3.11.2) 的 通 解 (3.11.3) 写 为 
é(t) = B(t)eé(0), 


事实 上 这 意味 着 变换 y = B(t)-1é 将 系统 化 为 线性 自治 形式 . 


注 ”如果 从 (3.11.19) 看 出 不 存在 负 的 实 Floquet 乘 子 , 则 由 周期 为 r 的 周期 变 
换 可 将 系统 化 为 实 自治 形式 . 若 存在 负 的 实 乘 子 , 对 合 o 不 是 恒 同 , 在 这 种 情形 下 我 
们 称 满足 (3.11.19) 的 函数 为 + - 反 周 期 的 . 


定理 3.12 对 任何 具有 时 间 周 期 系数 的 实 线性 系统 成 立 . 特别 地 , 应 用 这 个 定理 
到 (3.10.4) 或 者 (3.10.2) 的 y 方程 的 线性 部 分 , 我 们 得 到 , 可 引入 法 坐标 , 使 得 系统 


在 周期 轨道 附近 写 为 
y= Ay+F(0,y), 
0 =1+b(0,y). 


或 者 , 经 过 时 间 尺 度 化 以 后 写 为 


y= Ay+tF(0,y), 
60=1. 


(3.11.20) 


(3.11.21) 
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这 里 系统 右 端 满足 7 - ( 反 ) 周期 性 条 件 


F(0+7,0y) = oF(0,Yy), 


BO To SD) (3.11.22) 
这 里 o 是 对 合 (3.11.14), 它 改变 了 对 应 负 实 乘 子 的 某 些 y 变量 的 符号 . 
3.12 ”周期 轨 线 的 稳定 性 . 鞍点 周期 轨 线 
大 家 知道 Lyapunov 解决 了 系统 
= F(z,t) (3.12.1) 


的 周期 轨 线 的 稳定 性 问题 , 其 中 z = (z1,… ,zn), 关于 时 间 变量 t 是 周期 函数 . 他 
给 出 了 下 面 的 定义 . 


定义 3.2 ”系统 (3.12.1) 的 解 z = y(t) 称 为 (在 Lyapunov 意义 下 ) 稳定 , 如 果 
任 给 小 e > 0 存在 6, 使 得 如 果 ||zo 一 p(to) 省 < 5, 则 对 一 切 上 > 如 有 |z 人 的 一 P(| < e， 
这 里 z(t) 是 满足 初始 条 件 zo 的 解 . 


设 (3.12.1) 有 周期 解 x = y(t), 周期 7 或 者 等 于 函数 下 (x,t) 的 周期 , 或 者 可 被 
它 除 尽 . 我 们 以 (和 1,… ,Xn) 表示 相应 的 变 分 方程 
《= Fu(p(t),t)é 
的 特征 指数 . 
定理 3.13 (Lyapunov) 设 Re A 入 <0(i=1,…,n). 则 解 z = y(t) 稳定 . 此 
外 , 它 是 指数 式 稳定 的 , 即 初始 条 件 接 近 于 在 t= to 的 p(to) 的 任何 解 当 上 一 +oc 时 
都 指数 式 地 趋 于 y(t). 


Lyapunov 对 系统 (3.12.1) 的 右 端 是 解析 的 情形 证 明了 这 个 定理 , 虽然 当 函 数 下 
仅 关 于 z 是 Cl - 光滑 和 关于 t 连续 时 这 个 定理 也 成 立 . 
在 z= w(t) 的 小 邻 域 内 系统 (3.12.1) 可 化 为 形式 ( 见 3.11 节 ) 


y= Ay+ GI(y,t), (3.12.2) 


其 中 A 是 常数 矩阵 , 它 的 特征 值 的 实 部 是 Lyapunov 指数 (Re 和 1,… ,Re Xn). G(y,t) 
关于 上 是 周期 为 r 或 2r 的 周期 函数 ， 此外, G(0,t) = 0,G'(0,t) 三 0. 由 此 得 知 , 对 
所 有 上 和 所 有 小 y, 1G4| 一 致 转 于 小 常数 . 将 系统 化 为 形式 (3.12.2) 以 后 , 定理 3.13 
的 证 明 就 可 重复 在 稳定 平衡 态 附 近 线 性 化 有 效 性 定理 的 证 明 (定理 2.4). 

现在 考虑 (n + 1) 维 自治 系统 


=X(z), (3.12.3) 
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它 有 周期 为 7 的 周期 解 z = y(t). 我 们 已 经 在 3.11 节 知道 , (3.12.3) 的 变 分 方程 的 
一 个 特征 指数 总 等 于 零 . 因此 , 从 Lyapunov 稳定 性 观点 , 这 个 情况 对 应 于 临界 情形 . 
不 过 , 下 面 的 定理 成 立 . 


定理 3.14 (Andronov-Vitt) ”如 果 系统 (3.12.3) 的 周期 解 的 所 有 非 平 凡 特 征 
指数 具有 负 实 部 ， 则 这 个 周期 解 在 Lyapunov 意义 下 稳定 . 


这 个 定理 证 明 线 性 化 是 合理 的 , 但 仅 对 非常 弱 的 稳定 性 形式 . 问题 如 下 . 设 工 是 
对 应 的 周期 轨 线 工 = {z : z = yp(9),0 < 9 < T+}. 则 对 L 上 任何 两 个 相 邻 点 , (3.12.3) 
相应 的 两 个 解 当 t 一 +oo 时 不 能 彼此 渐 近 地 接近 . 当 系 统 在 工 附近 写 为 法 坐标 形式 
时 这 容易 看 出 . 回忆 在 工 附近 的 法 坐标 (y,0) 下 , jlyl| 表示 测量 到 工 的 距离 , 9 e Si 
是 角 变量 , 系统 化 为 形式 (3.11.20), 其 中 | 对 所 有 的 t 和 所 有 小 y 一 致 园 于 一 小 
常数 . A 的 特征 值 的 实 部 是 工 的 非 平凡 Lyapunov 指数 . 如 同 在 定理 3.13 中 , 如 果 
所 有 的 特征 值 具 有 负 实 部 , 那么 


ly < llyolle ™, (3.12.4) 
其 中 入 > 0. 同时 , 由 于 6(9,0) = 0, 我 人 有 6 = 1+O(y) = 1+O(e-X*). 因此 
0(t) = bo +t+ w(t; 0o0, yo), (3.12.5) 


其 中 当 t 一 +oo 时 % 有 有 限 极 限 . 显然 , yw 在 y = 0 处 为 零 . 因此 , 在 y = 0, 具有 
不 同 初 相 0 的 解 对 所 有 时 间 都 彼此 相距 有 限 的 距离 . 

在 原 坐 标 z 下 , 周期 轨 线 工 对 应 于 由 初始 相 bo 参数 化 的 周期 解 族 z = p(t 十 90)， 
在 所 有 非 平凡 特征 指数 位 于 左 半 开 平面 的 假设 下 , Lyapunov 提 了 个 问题 : 什么 样 的 
初始 条 件 z(0) = zo 会 使 得 解 z(t) 当 上 一 +coe 时 趋 于 y(t + 90) 的 极限 ? 他 证 明 这 
样 的 初始 条 件 的 轨迹 是 通过 点 p(90) 的 曲面 56。. 由 此 得 知 稳定 周期 轨 线 工 的 小 邻 
域 被 称 为 Lyapunov 曲面 的 曲面 族 {5 : 0 < 9 < 7} 所 叶 化 . 注意 到 , 在 法 坐标 下 ， 
Lyapunov 曲面 的 方程 是 56。 = {6 十 内 (+00; 9, yo) = 00}. 

最 后 , 我 们 得 到 下 面 的 定理 ( 见 公式 (3.12.4),(3.12.5)). 


定理 3.15 (关于 渐 近 相 ) ”假设 周期 轨 线 工 的 所 有 非 平 凡 特 征 指数 位 于 虚 轴 的 
左边 . 则 任 给 充分 小 的 s, 存在 5 使 得 , 当 llzo - p(9o) < 5 时 , 存在, |w| < ,使 
得 具有 z(0) = zo 的 解 z(t) 满足 不 等 式 


z(t) ~ p(t + 600+) < Ke ™, 


其 中 K 和 和 是 正常 数 . 


我 们 建议 读者 参考 Codington 和 Levinson 的 书 中 关于 这 个 定理 的 详细 证 明 . 
男 一 个 由 Poincaré 引入 的 重要 概念 是 轨道 稳定 性 . 
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定义 3.3 ”周期 轨 线 工 当 t 一 +oo (t 一 -oo) 时 是 轨道 稳定 的 ， 如 果 任 给 
< > 0 存在 5, 使 得 对 某 个 bo, 满足 |lz(0) - 2(bo)l < 5 的 任何 半 轨 线 z(t), O<t< 
+oo (-co <t < 0) 都 位 于 工 的。 邻 域内 . 

我 们 说 周期 轨 线 工 当 圭一 +oo 时 是 渐 近 轨道 稳定 的 , 如 果 


,im dist(z(t), L) = 0， 


其 中 
dist(z, L)= inf ||z — wv(O). 


0<8g7 


定理 3.16 ”如果 周期 轨 线 工 的 所 有 乘 子 位 于 单位 圆 内 ,那么 上 一 +co 时 工 是 
轨道 稳定 , 且 满足 下 面 的 估计 


dist (z(t), L) < Ke-*, 
其 中 KK 和 和 是 正常 数 . 


这 个 定理 直接 由 Poincaré 映射 不 动 点 的 稳定 性 定理 和 解 关 于 初始 条 件 的 连续 
依赖 性 定理 (或 者 立刻 由 (3.12.4)) 得 到 , 因为 工 的 乘 子 位 于 单位 圆 内 , 当 且 仅 当 世 
的 非 平 凡 特 征 指数 位 于 虚 轴 的 左边 ( 见 3.11 节 ). 

周期 轨 线 工 的 所 有 乘 子 位 于 单位 圆 外 的 情形 可 用 变换 t 一 --t 化 为 上 面 的 情形 . 
在 这 样 的 不 稳定 周期 轨 线 的 小 邻 域内 的 所 有 轨 线 当 +t 增加 时 都 离开 这 个 邻 域 . 轨 线 
离开 这 个 邻 域 所 花 的 时 间 依赖 于 轨 线 关于 工 的 初始 点 的 位 置 , 越 接近 周期 轨 线 的 点 
所 花 的 时 间 越 长 . 这 样 的 不 稳定 周期 轨 线 称 为 完全 不 稳定 的 或 者 排斥 的 . 

接 下 来 我 们 考虑 工 的 有 些 乘 子 (ol, … , pk) 位 于 单位 圆 内 , 其 余 的 (p41,… , pn) 
位 于 单位 圆 外 的 情形 . 

在 周期 为 7 的 周期 轨 线 工 的 邻 域 内 , 系统 写 为 形式 (3.10.2). 用 (3.10.2) 的 第 二 
个 方程 除 第 一 个 方程 , 我 们 得 到 具有 周期 右 端的 非 自治 系统 

纪 = A(O)y + F(y,0), (3.12.6) 

其 中 F(0,9) 三 0, 玉 (0,6) = 0. 如同 在 3.10 节 中 , 我 们 可 以 积分 满足 初始 值 (加 ,0) 的 

(3.12.6) 以 求 得 解 y = y(b; y0), 它 关 于 两 个 变量 都 是 C” - 光滑 的 . 如 果 令 9 = 7, 我 
们 得 到 Poincaré 映射 

y= (TY 十 亚 (y)， (3.12.7) 


其 中 亚 (0) = 0, 亚 '(0) = 0. 方程 |®(7) - po7l = 0 的 根 就 是 工 的 乘 子 (pi,:… ,pn). 

由 Hadamard 定理 ( 见 3.6 节 ) 得 到 , 两 个 光滑 不 变 流 形 即 稳定 的 Wis.(O) 和 
不 稳定 的 Wit.(O) 都 通过 原点 O. 这 些 流 形 分 别 切 于 在 点 O 的 相应 的 线性 化 映射 
y= By 的 上 维稳 定子 空间 Bs 和 (nm 一) 维 不 稳定 子 空间 梧 . 设 y = (yi,y2), 其 中 
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1 € R*, yz ER 今 ys = Cy 是 Bs 的 方程 , yi = Crys 是 Br 的 方程 , 其 中 Cs 
和 Cv 是 某 些 矩 阵 .8 因此 Wis._(O) 的 方程 由 
gz2 = VY(y1), 
给 出 ， 其 中 避 呈 = C*. Wik.(O) 的 方程 由 
= $(y2), 


给 出 . 其 中 人 ) _ Gu.y 和 都 是 Cr - 光滑 函数 Wis_(O) 关于 Poincaré 映射 
的 不 变性 条 件 恕 解 如 下 . 如 果 我 们 选择 点 (y9, vy(y9)) e Wis.(O) 为 在 9 = 0 的 初始 
点 , 轨 线 从 这 点 出 发 , 然后 当 9 = 7 时 回 到 截面 上 的 Wis.(O) 的 点 . 从 Wis.(O) 出 发 
的 所 有 向 前 轨 线 的 集合 是 (k + 1) 维 不 变 曲 面 , 它 是 鞍点 周期 轨 线 工 的 局 部 稳定 流 
形 Wis.(L). Wis.(L) 的 方程 由 


y(0) = (vy (0; 2, WY )), y2(0; yo, YY ))) (3.12.8) 
给 出 . 用 类 似 的 方法 可 以 定义 (n -+ 1T) 维 不 稳定 不 变 流 形 Wit_(L), 它 的 方程 由 
y(0) = (y1(0; $(y2),y2), y2(0; (v9), y9))) (3.12.9) 


给 出 . 注意 到 Wisc lL) 和 Wisc(L) 有 与 W Wisc(O) 和 Wisce(O) 相同 的 光滑 性 . 这 里 的 
下 标 loc 意味 着 两 个 流 形 是 定义 在 D" x Sl 上 , 其 中 D" : {y, |lyl| < e} 是 具有 某 个 充 
分 小 半径 的 圆 盘 . 
我 们 暂停 留 考虑 三 维 的 例子 , 即 (3.12.3) 中 n= 2 且 Poincaré 映射 是 二 维 的 . 
1. 设 0<p<1l 且 pz > 1. 蒂 点 不 动 点 O 将 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 分 别 都 分 为 
两 个 分 枝 , 使 得 
Wi.(0) =T, (JoUT, 
和 
Wise(0) =TsUoUr 
此 外 , 每 一 个 Ti (i = 1 … ,4) 是 不 变 的 , 即 Poincaré 映射 将 它们 变 为 它们 自己 . 
因此 , Wis.(L) 和 Wis.(Z) 是 同 胚 于 柱 面 的 二 维 光滑 曲面 , 见 图 3.12.1. 注意 到 三 
维系 统 (3.12.2) 在 周期 轨 线 工 附近 化 为 下 面 的 形式 ( 见 3.11 节 ) 
2 一 和 AiV1 十 户 (yo2,0)， 


= X2ga + fo(y1, y2,0), (3.12.10) 
0 = 1， 


jn 
其 中 A1,2 = 2. 


8 为 了 得 到 鞍点 周期 轨 线 工 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 方程 , 没有 必要 将 Poincaré 映射 化 为 特殊 
形式 (3.6.1), 即 我 们 不 用 假设 Poincaré 映射 的 线性 部 分 解 耦 为 两 个 方程 . 
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图 3.12.1 ” 革 点 周期 轨 线 具有 同 胚 于 圆柱 面 的 二 维稳 定 流 形 Ws 和 不 稳定 流 形 W*. 


2. 设 |pi| <1 和 |pz| > 1, 此 外 , pi < 0 和 ps < 0. 在 这 种 情形 下 , Poincaré 映射 将 
Ti 映 为 Tz, 将 Ts 映 为 Ti. 于 是 流 形 Wis.(L) 将 微分 同 胚 于 二 维 的 M6bius 带 . 
对 Hi () 同样 也 成 立 , 见 图 3.12.2. 在 这 种 情形 下 工 是 Mibius 带 的 中 线 . 


图 3.12.2 ”鞍点 周期 轨 线 具有 同 胚 于 Mabius 带 的 二 维稳 定 流 形 Ws 和 不 稳定 流 形 W*. 


因此 , 我 们 可 以 看 到 , 在 三 维 情形 鞍点 周期 轨 线 可 以 有 两 个 不 同 的 拓扑 类 型 , 因 
为 圆柱 面 与 M6bius 带 之 间 不 存在 同 胚 . 类 似 情 况 在 高 维 情形 也 成 立 . 如 果 sign(pi 
x.… x pk) = 1， 从 而 也 得 到 sign(pk+l x … x pn) = 1, 于 是 Wi.(L) 同 胚 于 高 
维 圆 柱 面 D* x $1, Wi.(L) 同 胚 于 D"~* x S!. 如 果 sign(p1 x … x pk) = 一 1 和 
sign(pk41 Xx … Xx pn) = 一 1, 那么 W8.(L) 和 Wi.(L) 是 高 维 M6bius 带 类 型 的 不 可 
定向 流 形 ( 即 它们 分 别 是 由 S! 表示 的 D* 和 DD"* 的 纤维 从 ). 类 似 于 对 结构 稳定 不 


动 点 进行 的 分 类 , 我 们 可 通过 引信 不 变量 5。 二 signTTm 和 三 = sign TIT pi 对 结 
t= i=kk 
构 稳 定 周期 轨 线 进行 分 类 . : \ 
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直到 现在 我 们 已 经 讨论 了 周期 轨 线 的 局 部 流 形 . 但 是 , 我 们 也 可 以 大 范围 定义 
这 些 流 形 . 设 > = X(t; zo) 表示 满足 初始 条 件 zo 的 轨 线 . 


定义 3.4 ”周期 轨 线 工 的 稳定 流 形 是 集合 
Wi={rzER"IX(t;z)— LL 当 to + 时 }. 
不 稳定 流 形 W} 可 类 似 地 定义 , 区 别 在 于 t 一 -oo. 


由 这 个 定义 , 对 任何 点 ze Ws(L) 存在 一 个 时 刻 , 这 时 z 的 轨 线 进入 工 的 小 邻 

域 , 因此 z 的 某 个 时 间 移 位 属于 局 部 稳定 流 形 . 因而 
Ws(L)= () wi(t"), 
t* 委 0 
其 中 
Wi(t) = {zER"lz=X(tiz)， 对 某 个 z* € WP (7)}. 

由 于 Wi;(t*) 是 WE 在 X(t*i.) 作用 下 的 光滑 像 , 由 此 得 知 Wi 或 是 圆柱 面 R* x Sl 
的 光滑 像 , 或 是 M5bius 带 的 光滑 像 . 

对 本 "(Z) 同样 成 立 : 


Ww™*(L) = (J we(t’), 
t* >0 


其 中 
W(t") = {z € R"|,z = X(t*;z*)， 对 某 个 z* € Wt(L)}. 
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非 线 性 微分 同 胚 在 不 动 点 邻 域内 化 为 线性 形式 的 问题 本 质 上 与 向 量 场 情 形 的 对 
应 问题 ( 见 2.9 节 ) 等 同 . 两 者 的 主要 障碍 都 是 共振 . 但 是 , 与 向 量 场 的 共振 相反 , 微 
分 同 胚 的 共振 有 乘积 特征 . 
考虑 n 维 微 分 同 胚 
z= Azr+ f(z), (3.13.1) 


其 中 f(0) = 0, 了 "(0) = 0. 我 们 用 (pi,… ,pn) 表示 矩阵 4 的 特征 值 . 于 是 共振 由 关 
系 式 
pk=p™ (3.13.2) 
定义 ， 其 中 pe 一 (PT 022 和 0 )， WA (k = 1,.. ,Nn) 是 某 些 满足 | 到 | = >》 me 之 2 
k=1 
的 非 负 整数 . 数 |m| 称 为 共振 的 阶 . 
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引 理 3.8 ” 设 函 数 f(z) e CN, 且 假设 没有 |m| < N 阶 共 振 . 则 变量 变换 
2 一 Z 十 pa2(Z) 十 … 十 PN(Z) (3.13.3) 
将 微分 同 胚 (3.13.1) 化 为 
y= Ay+ on(y), (3.13.4) 
其 中 yi (1 = 2,.… ,NN) 是 1 次 齐 次 多 项 式 , ow(y) 和 它 直到 N 阶 导 数 在 原点 等 于 零 . 


显然 上 下 文中 的 变量 变换 都 是 局 部 的 , 就 是 说 它们 仅 在 微分 同 胚 (3.13.1) 不 动 
点 的 某 个 小 邻 域内 成 立 . 

引 理 3.8 是 大 家 熟知 的 , 即使 A 有 重 特征 值 时 它 也 成 立 . 这 里 我 们 仅 讨论 单 特 
征 值 的 情形 (用 与 引 理 2.2 相同 的 方法 可 推广 到 一 般 情 形 ). 矩阵 4 这 时 可 表示 为 形 


将 函数 f(z) 重 写 为 下 面 形式 
jz) = fo(7) + fa(z) + + fn(z) + on(z), 
其 中 f(z) (1 = 2,… ,和 N) 是 1 次 齐 次 多 项 式 . 我 们 有 
fz)=, 》 dp Tt irer, 


k Liftin=t 
其 中 ek = (0,… ,0,1,0,… ,0) 是 第 个 基 向 量 , 即 f(z) 是 一 类 单项 式 dkiztek 的 
k 
和 . 由 变量 变换 (3.13.3) 我 们 得 到 


N 
9=3+ 2 p(7) 
{=2 


N N N 
= Az+ > fi(z)+ > (ea 和 (3.13.5) 
{=2 li=2 


j=2 


N N N N 
= Ay— > Api(z)+ > ,fi(z) + 》 ml C 十 2 po 
l=2 1=2 l=2 j=2 


这 里 的 省 略 号 表示 次 数 高 于 N 的 项 (上 面 其 它 和 式 中 也 包含 (N +1) 次 项 和 更 高 次 
项 ). 消去 多 余 项 的 过 程 从 二 次 项 开始 . 为 了 求 wa(z), 我 们 有 下 面 的 方程 


一 4paz(z) + 万 (z) + p2(Ax) = 0. (3.13.6) 
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将 wa(z) 表示 为 形式 


Pp2{7) 一 > > 人 有， ZT 一 zi! ise Vi 
k mi+*+mn=2 


我 们 得 到 下 面 关于 未 知 系数 ckm 的 方程 


(~pk + p™ )ckm 十 dkm = 0, (3.13.7) 
其 中 mm = 2, k= (1,… ,n). 由 于 没有 共振 , 我 们 求 得 
x ES a (3.13.8) 


为 了 得 到 wpa(z), 我 们 有 下 面 的 方程 
—Agpa(7) 二 Ya(4z) + 请 (z) + {p2(Az + fo(7))} = 0， 


其 中 “{ } 表示 三 次 项 . 由 于 已 经 找到 了 wz(z), 我 们 有 下 面 关 于 wa(z) 的 未 知 系 
数 的 方程 : 
(~—pk + pm)ckm + dem = 0, (3.13.9) 


其 中 dm = dm 十 dim， dhm 是 向 量 多 项 式 pz(4z + 户 (z)) 的 第 k 个 分 量 中 zm 的 
系数 . 重复 这 个 过 程 我 们 就 可 消去 直到 N 次 的 所 有 项 . 

对 于 存在 共振 pk = p™ 的 情形 , 就 不 能 去 掉 形 如 dkrnzmek 的 单项 式 . 这 时 我 们 
有 下 面 熟知 的 引 理 . 


引 理 3.9 设 f(z) e CN. 则 变量 变换 
4 二 2 十 9(z) 
将 微分 同 胚 (3.13.1) 化 为 
T= 4z 十 已 N(Z) 十 ON(Z)， (3.13.10) 


其 中 yp(z) 是 满足 yp(0) = 0,w(0) = 0 的 多 项 式 ， 
|m|&N 
RN(z)= 》，bkmzmek. (3.13.11) 
p™=pk 
现在 假设 函数 f(z) 解析 . 令 N 一 co 取 极 限 , 我 们 将 原来 的 微分 同 胚 或 者 化 为 
线性 形式 或 者 化 为 下 面 的 形式 


y= Ay + R(y), (3.13.12) 
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其 中 
R(Yy)= 》，bkmymek. (3.13.13) 
Pp™=pk 
但 是 , 变量 变换 
2 一 2@ 十 pa(Z) 十 :… 十 9m(Z) 十 …， (3.13.14) 


以 及 (3.13.13) 的 右 端 一 般 仅 是 形式 级 数 . 
对 微分 同 胚 , 我 们 有 类 似 于 向 量 场 的 Poincaré-Dulac 定理 ( 见 2.9 节 ) 的 结论 . 


定理 3.17 设 |pi| < 1 (|pi| > 1);i = 1,… ,n. 则 存在 解析 的 变量 变换 , 将 微分 
同 胚 (3.13.1) 化 为 
y= Ay+ R(Y), (3.13.15) 


其 中 R(y) 是 由 共振 单项 式 组 成 的 多 项 式 . 在 没有 共振 时 R(y) = 0. 
当 不 动 点 O 是 鞍点 型 时 , 即 它 的 乘 子 在 单位 圆 内 和 圆 外 都 存在 , 这 种 情况 比较 
复杂 . 理由 是 即使 集合 {p1, pz,… , pn} 不 共振 , 零点 也 是 集合 
{p™ — pk} 2 k=1,.…,n (3.13.16) 


的 极限 点 . 这 里 , 形式 级 数 (3.13.14) 的 收敛 性 问题 变 得 更 加 不 确定 , 因为 “小 分 母 ” 
出 现在 (3.13.8) 中 . 在 Siegel 和 Bruno 的 工作 中 , 鞍点 情形 的 两 种 可 能 性 都 可 实现 : 
级 数 形式 的 变量 变换 可 以 是 收敛 也 可 以 是 发 散 . 

在 Cs - 光滑 情形 下 , 这 种 情况 变 得 更 加 明确 . 

定理 3.18 (Sternberg) ”如果 函数 f(z) e C=, 且 不 存在 共振 , 则 有 Cs。 - 光 
滑 的 变量 变换 将 ” 维 微分 同 胚 


t= Az+t f(r) 
当 存 在 共振 时 , 下 面 的 定理 成 立 . 


定理 3.19 ”如 果 fe C, 则 有 Cs -光滑 的 变量 变换 将 微分 同 胚 (3.13.1) 化 
为 
y= Ay+ R(Y), (3.13.17) 


其 中 R(y) 是 Cx - 光滑 函数 , 它 的 形式 Taylor 级 数 是 由 共振 单项 式 组 成 . 


由 这 两 个 定理 得 知 规范 形 关于 集合 p = {p1,… , pn} 的 依赖 性 具有 不 连续 的 特 

性 . 

如 同 在 向 量 场 的 情形 , 我 们 可 以 提出 关于 仅 用 有 限 次 光滑 的 变量 变换 将 微分 同 
胚 化 为 线性 形式 的 问题 ， 
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定理 3.20 (Belitskii) 设 feCN+t1,g 是 乘 子 (pi,… ,pn) 按 绝对 值 不 同 的 个 
数 . 假设 不 存在 阶 数 小 于 或 等 于 N 的 共振 . 则 存在 Cl 六 - 光滑 的 变量 变换 , 将 系统 
(3.13.1) 化 为 线性 形式 . 


从 这 个 定理 得 知 , 非 线性 微分 同 胚 可 以 用 cr - 光滑 的 变量 变换 化 为 线性 形式 ， 
只 要 没有 |m| < N 阶 共振 , 其 中 N > rn. 


定理 3.21 (Belitskii) 设 fe C2?, |pk| 关 1 (k= 1,… ,n), 假设 下 面条 件 满足 
lpil # |psllprl, lpi| < 1 < lpxl, (3.13.18) 


其 中 {i,j,k} & (1,-… ,n). 则 系统 (3.13.1) 可 以 用 Ci - 光滑 的 变量 变换 变 成 为 线性 
形式 . 


结论 1. 当 |pi| <1(i=1,…,n) 且 feC? 时, 则 可 用 Cl -光滑 的 变量 变换 将 
微分 同 胚 (3.13.1) 化 为 线性 形式 . 

结论 2. 如 果 n=2, |pi| < 1, |pz| > 1 且 fe C2, 则 可 用 Cl - 光滑 的 变量 变换 
将 二 维 微分 同 胚 化 为 线性 形式 . 

从 动力 学 观点 , 非 线性 微分 同 胚 在 鞍点 不 动 点 邻 域内 化 为 线性 形式 的 问题 本 身 
看 上 去 不 是 很 有 意义 . 当然 , 在 鞍点 附近 轨 线 性 态 的 所 有 必要 的 信息 都 可 以 用 本 章 
讨论 的 标准 方法 求 得 . 但 是 , 如 果 我 们 的 兴趣 在 轨 线 的 大 范围 性 态 (远离 鞍点 ), 那 情 
况 变 得 更 有 迷惑 力 . 

例如 , 对 在 Poincaré 同 宿 轨 线 9 ( 即 当 + 一 土 oo 时 双向 渐 近 于 鞍点 不 动 点 的 轨 线 ) 
邻 域内 的 轨 线 描述 , 要 求 对 长 时 间 停 留 在 鞍点 不 动 点 附近 的 轨 线 性 质 给 予 描述 ， 当 
然 , 当 将 微分 同 胚 化 为 线性 形式 时 , 这 样 的 描述 容易 做 到 . 在 Cx - 光滑 情形 , Smale 
在 他 对 同 宿 轨 线 的 研究 中 用 过 这 种 简化 .但 是 这 个 方法 不 是 永远 可 行 的 ,例如 , 在 
Hamilton 情形 永远 存在 共振 . 

此 外 , 为 了 研究 同 宿 轴线 分 支 , 我 们 必须 将 所 考虑 的 同 胚 戏 人 有 限 参 数 族 . 因此 ， 
局 部 地 化 为 适当 的 形式 必须 连续 依赖 于 参数 . 

我 们 考虑 有 限 参 数 的 微分 同 胚 族 X,. 假定 对 所 有 变量 与 参数 Xe Cr (r > 2)， 
它 表 示 为 形式 

五 三 AW)T 十 户 (Z u,v, Hp), 


最 二 2( 凡 ) 亿 十 j(z， Vy, U,V, 几 )， 
(3.13.19) 


y= BA 十 gz u,v, 1), 

五 三 Ba(p)v + g2(C u,v, 1), 
其 中 (x,y,w,v,1) 和 gi;(z,y,4v,1) (i 二 1,2) 以 及 它们 关于 变量 (xz,y,w,v) 的 一 阶 
导数 对 充分 小 人 在 原点 等 于 零 . 
”9 Poincark 在 Hamilton 动力 学 问题 中 第 一 个 发 现 这 种 轨 线 的 存在 性 . 
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A0= (40 0 
0 Az(0) 


的 特征 值 位 于 单位 圆 内 , 而 矩阵 


B(0) = B1(0) 0 
0  B2(0) 


我 们 也 假设 矩阵 


的 特征 值 位 于 单位 圆 外 . 也 假设 矩阵 A1(0) 的 特征 值 (p1, a ni) 满足 条 件 |pi| a 
P< 1 (i = 1,… ,mi), 矩阵 B1(0) 的 特征 值 (1,… ,xp,) 满足 条 件 nil = 7 > 
1 Gi = di ,D1). 考虑 到 和 矩阵 A2(0) 的 特征 值 (pmit1,: ey ;pm) 和 和 矩阵 B2(0) 的 特征 
值 (0p,+1,… ,2p), 我 们 将 假定 


lpi| < p, t= m+t1,.…,m, 
Ia| > 7， i=p1+1,.…,p. 
因此 , 不 动 点 O 是 鞍点 型 , zx 和 yy 坐标 分 别 是 主 稳定 和 主 不 稳定 坐标 . 


定理 3.22 ”在 上 面 这 些 假设 下 , 存在 C"-! - 光滑 的 变量 变换 , 将 族 (3.13.19) 
化 为 


(3.13.20) 


T= 41(1U)z + fliz + fi2u, 


= Az(p)u + faz + fo2u, 
(3.13.21) 


y= Bi(j)Y 十 9117 + 912%, 
v= Bo(1)v + g217 十 9227， 


其 中 fij(z,y,4v,4) 和 gij(z,y,w,v,4) (i,j = 1,2) 是 Cr-l- 函数 , 它们 在 原点 为 零 
且 满 足 
fii(z, u, 0, 0, 4) 三 0， fii(0, L,Y, vV, 1) 三 0， 


91j(0, 0， 2 7， HK) 三 0， 9il(Z， 也 0， v, 4) 三 0. 


关于 参数 的 光滑 性 与 定理 2.17 相同 . 

注意 , 通过 我 们 在 引 理 3.6 得 到 的 估计 类 型 说 明 化 为 形式 (3.13.21) 对 主要 的 同 
宿 分 支 的 研究 已 经 足够 了 ( 见 Gonchenko, 和 Shilnikov, 以 及 Gonchenko 和 Shilnikov 
等 [1996]). 

我 们 也 观察 到 这 个 定理 的 证 明 的 基本 思想 , 是 摆脱 某 些 “ 非 共振 函数 ”. 证 明 本 
身 完 全 重复 附录 A 中 对 向 量 场 情形 的 定理 2.17 的 证 明 . 

当 微 分 同 胚 (3.13.1) 的 矩阵 4 的 特征 值 位 于 单位 圆 上 时 , 总 存在 有 限 个 共振 , 即 
当 pk==1 时 

pk =pr, m2; (3.13.22) 
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当 pk = -1 时 
pk 一 Pom+1， m1; (3.13.23) 
以 及 当 pk kt1 = etie 时 
pk 一 Pk(PkPk+1)™, 7 之 1， (3.13.24) 
其 中 p 关 0. 
规范 形 理论 在 这 里 特别 有 价值 . 这 就 是 说 , 首先 , 它 与 临界 情形 的 稳定 性 问题 有 
关 , 也 与 相应 分 支 现 象 的 研究 相关 . 在 后 一 个 情形 中 , 不 仅 要 考虑 微分 同 胚 自己 而 且 
自然 地 要 考虑 充分 接近 的 光滑 有 限 参 数 族 . 显然 将 这 个 族 化 为 最 简单 的 形式 是 主要 
问题 . 
现在 假设 只 有 特征 值 (pi1,… , pp) 位 于 单位 圆 上 . 如 果 p < mw 则 用 中 心 流 形 定 
理 ( 见 第 5 章 ) 会 比较 方便 , 它 允 许 将 原来 的 n 维族 化 为 p 维 有 限 参 数 族 的 形式 


T= Ar+ig(z)+h(zr,e), (3.13.25) 


其 中 和 矩阵 4 的 特征 值 是 (p1,… ,pp), s = (e1,*… ,eq), g(z) 和 h(z,e) 是 充分 光滑 的 
函数 . 此 外 ， 
g(0) = 0,9(0) = 0,h(z, 0) = 0,h’ (7,0)=0. 


现在 我 们 考虑 (p + 9) 维 微分 同 胚 的 三 角形 形式 


T= 4z 十 9g(z) 十 jz,E)， 


_ (3.13.26) 
E 一 E， 
这 个 微分 同 胚 有 不 动 点 O(0,0), 其 Jacobi 矩阵 是 
A- (4 人 
0 I 
其 中 7 了 是 恒 同 矩阵 . 4 的 特征 值 是 p1,… ,pp 和 =… = Yq = 1, 在 这 种 情形 下 ， 
除了 共振 类 型 
pk = p™, 
其 中 
p™ = pr pr?, Dj mi>2, 
t=1 
这 里 当 。 =0 时 它们 存在 , 此 外 还 存在 下 面 类 型 的 共振 : 
pk = pkY!, (3.13.27) 
pk = p™Y!, (3.13.28) 


Y=, (3.13.29) 
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其 中 
9 
Y = 但 你 ，》 2 
了 一 1 
将 系统 (3.13.26) 化 为 规范 形 可 由 变量 变换 


2 =2 十 %(z,E)， 
E 一 6 


得 到 , 这 个 变换 使 得 (3.13.26) 中 的 第 二 个 方程 不 变 (后 者 意味 着 不 需要 考虑 (3.13.29) 
类 型 的 共振 ). 类 似 于 引 理 3.9 的 情形 , 原来 的 族 可 化 为 


(3.13.30) 


y= Ay+ Role) + Rile)y + RN(y,e) + on(y,e), (3.13.31) 
其 中 Ri(e) 是 次 数 不 高 于 N -1 的 多 项 式 , R1(0) = 0 以 及 
Iml<N 
Rn(y,e)= > bem(e)y™er, (3.13.32) 


Pk=p™ 


这 里 bkm(e) 是 次 数 不 超 过 (N 一 |m|) 的 某 些 多 项 式 . 此 外 , 如 果 特 征 值 (p1,… ,pp) 中 
没有 一 个 等 于 1, 则 Ro(e) = 0, 否则 , Ro(e) 是 次 数 不 高 于 N 的 多 项 式 , 且 Ro(0) = 0. 
(3.13.31) 中 项 Ro(e) 的 出 现 是 由 于 存在 


pg=~Y (3.13.33) 


类 型 的 共振 . 
在 许多 情形 下 , 为 了 描述 不 动 点 O 的 固定 小 邻 域内 轨 线 的 性 态 , 以 及 构造 分 支 
图 , 对 于 适当 选择 的 N 和 p 只 要 考虑 有 限 的 规范 形 


y= Ay+ Ro(le) + Ri(e)y + RN(y,E) (3.13.34) 


就 够 了 . 就 像 在 向 量 场 的 情形 , 从 对 截断 规范 形 (3.13.34) 的 分 析 中 所 提取 的 信息 在 
用 到 原来 的 微分 同 及 族 之 前 必须 被 证 实 可 行 . 这 就 是 在 本 书 第 二 卷 中 对 周期 轨 线 分 
支 的 主要 情形 的 研究 所 使 用 的 方法 . 


3.14 ”自治 规范 形 


这 一 节 我 们 讨论 周期 轨 线 附近 几 种 不 同类 型 的 规范 形 . 在 3.11 节 中 我 们 已 经 看 
到 线性 非 自 治 时 间 周 期 系统 总 可 以 通过 周期 坐标 变换 化 为 自治 形式 . 在 这 里 我 们 推 
广 这 个 结果 并 证 明 , 用 变量 的 形式 变换 可 将 任意 非 线性 系统 中 的 所 有 非 自治 项 在 周 
期 轨 线 附近 化 为 自治 形式 . 


3.14 ”自治 规范 形 - 165 . 


考虑 在 周期 为 + 的 周期 轨 线 {y = 0} 附近 关于 法 坐标 的 Cr - 光滑 系统 


| y= A(Oy + F(0,y), (3.14.1) 
6=1 
(故我 们 假设 4 和 FF 关于 9 是 7 - 周期 的 ). 为 了 简单 起 见 , 考虑 y 是 复 向 量变 量 的 
情形 (y s C"). 在 y 是 实数 情形 中 的 困难 可 用 如 引 理 2.2 同样 的 方法 克服 . 

设 {e1,… ,en} 是 系统 (3.14.1) 的 Poincaré 映射 有 关 线性 部 分 的 矩阵 在 Cn 中 
的 Jordan 基 , {y1,… ,yn} 是 在 这 个 基 下 的 坐标 . 在 3.11 节 我 们 已 经 证 明 这 个 系统 
可 以 化 为 

Yk = MYE+ OY + >》 Fem(O)y™ +o(llyll") 
2<|m|<r (3.14.2) 
(k= 1 ,也 )， 

其 中 Ax 是 ( 非 平凡 ) 特征 指数 , 系数 5 是 0 或 1. 此外, 54 仅 在 Xk = Xi 的 情形 
下 可 非 零 . 函数 Fin, 关于 9 是 7- 周期 的 , 且 由 引 理 3.7 得 知 它们 关于 9 是 cr - 光 
滑 的 . 回忆 特征 指数 是 用 周期 轨 线 的 乘 子 定义 : 


1 
和 k = 二 ln px, (3.14.3) 


其 中 pi,… ,pn 是 乘 子 . 在 上 一 节 我 们 引入 了 共振 关系 的 概念 : 


Tin 


pI pr" = pk 
( 其 中 mi,… ,mn 是 非 负 整数 ), 可 把 它 写 为 
121Al 十 … :十 TimnAn 一 和 十 mn (3.14.4) 


其 中 mn+l 也 是 整数 , 它 可 能 是 负数 . 


定理 3.23 ”存在 仅 由 乘 子 p1,… ,pn 的 值 定义 的 整数 5, 使 得 对 任何 有 限 数 7， 
存在 y 坐标 的 关于 9 是 (Sr) - 周期 的 局 部 变换 , 使 得 (3.14.2) 中 的 所 有 系数 Fi 
与 9 无关. "此外, 如 果 对 某 个 单项 式 ymek 是 非 共振 的 , 则 在 新 坐标 下 Fi = 0. 


证 明 ” 作 形 如 


JR = Ye + frm(0)™ (3.14.5) 


的 坐标 变换 序列 ， 这 里 的 每 一 个 都 使 得 (y™™w)mei 的 系数 与 9 无 关 , 其 中 ek = 
(0,… ,0,1,0,.… ,0) 是 第 k 个 基 向 量 . 这 样 的 变换 并 不 改变 次 数 小 于 yek 的 次 
k 


10 注意 项 o(llyll~) 将 保持 非 自治 . 
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数 的 单项 式 y™ en, 的 系数 (在 引 理 2.2 的 意义 下 , 见 (2.9.18)). 因此 , 增加 (在 上 面 
的 意义 下 ) (3.14.5) 中 的 多 重 指 标 (k, m) 最 后 将 给 出 我 们 的 定理 . 


在 等 式 
R= Se + fe (OY"] 


中 令 y™ 的 系数 相等 , 得 到 
FRR (0) = Fm (0) + (fkm(0) + fkm(O)[(m, XN) — Mx]). 


我 们 可 以 将 最 后 这 个 表达 式 考 虑 为 fm 的 微分 方程 , 它 的 解 是 
0 
frm(0) = eyem9 (e+ | EYrmt{ Fnew(t) 一 -re) (3.14.6) 
0 


其 中 

Yem = (m, A) 一 
我 们 可 以 看 到 , 如 果 单 项 式 y" 是 非 共振 的 ( 即 ?km 天 2r 放 ), 则 (3.14.6) 中 的 常数 
C 可 以 取得 使 fim 是 0 的 7 - 周期 函数 , 其 中 Fesw = 0. 事实 上 ,fim 的 周期 性 条 
件 是 

fkm(0 +7) = fm(O), 


或 者 , 当 Frew = 0 时 我 们 有 
0 8 十 了 
(erksm7 一 1)C = eYkm7 enkmt Fm (t) dt 一 / eTemt Fm(t)dt 
0 0 


0 8 十 了 
= / enYkm(t+7) Frm(t + T)dt — / Ermt Fm(t)dt 
0 0 


半生 / ETemt Fm (t)dt 


0 


(这 里 我 们 用 了 Fm(t) 的 > - 周期 性 ). 如 果 em 天 2riz， 则 C 的 系数 不 为 零 , 所 要 
求 的 C 立刻 求 得 . 

对 共振 情形 我 们 有 两 个 可 能 性 : ykm = 0 和 ?Yuem 天 0. 如 果 Yem = 0 ( 取 (3.14.4) 
中 的 mil = 0), 方程 (3.14.6) 取 形 式 


8 
frm(0) = C+ [ {Fhew(t) ~ Foua(t)}at. (3.14.7) 


我 们 立刻 看 到 PRS" 一 常数 = 人 ”old(t)dt 给 出 7 - 周期 的 函数 fs， 因 此, 如 果 
a 对 所 有 共振 单项 式 都 为 零 ` 园 们 就 可 以 用 + - 周期 变换 将 系统 化 为 自治 规范 形 


3.14 ”自治 规范 形 “167. 


虽然 这 一 般 并 不 成 立 , 但 如 果 我 们 把 系统 考虑 为 (Sr) - 周期 系统 , 5S > 1 为 某 
个 整数 , 我 们 将 证 明 这 就 可 以 办 到 其 思想 是 特征 指数 Xk 并 不 是 由 表达 式 (3.14.3) 
唯一 定义 的 , 因为 对 数 不 是 单 值 函数 , 事实 上 , 我 们 可 以 写 为 


1 . 
Mk=—ln px 十 2ri 丰 ， 
T T 


其 中 六 是 任意 整数 (如 果 pk = pk41, 选择 jk+1 二 jk 以 得 到 和 41 = 入). 如 果 考 虑 
的 系统 为 (Sr) - 周期 系统 , 则 我 们 有 


1 ) ] 
Me™ = In(ph) + 2mi 计 = Ad + 2m 订 . (3.14.8) 


我 们 现在 证 明 , 当 用 公式 (3.14.8) 定义 新 的 和 时 , 存在 整数 9 和 让,… , 刀 , 使 
得 在 所 有 的 共振 关系 中 的 虚 部 1 都 同时 为 零 (于 是 定理 由 上 面 的 讨论 立刻 得 到 ). 
共振 关系 (3.14.4) 是 关系 


mA mM 十 ?nn+liw 一 0 (3.14.9) 


的 特殊 情形 , 其 中 w = 开 。 它 可 视 为 变量 (m1,… ,mut1) 的 线性 方程 ,其 系数 
(X14,.… ;Anyiw) 已 知 ， 这 个 方程 只 可 能 有 有 限 个 线性 无 关 的 整数 值 解 ， 记 为 (mf)， 
mm) (qg < n). 另外 的 整数 值 解 可 用 具有 某 些 系数 o 的 
线性 组 合 m = cam + … + oom(% 表达 . 我 们 必须 改变 特征 指数 和 1,… , 和, 使 得 
在 所 有 的 共振 单项 式 中 值 mw+i 同时 等 于 零 . 由 于 (3.14.9) 的 任何 解 是 有 限 个 基本 
解 m,… ,m(9) 的 线性 组 合 , 因而 满足 mo = 0,… ,mt = 0 就 足够 了 . 
我 们 有 


mA 十 .十 mm 人)》n 十 ml jiw = 0, 


mA 十 … 十 mo 》， 十 m() iw = 0, 
将 这 个 系统 考虑 为 具有 整数 系数 m9) 关于 (Xi ,和 n,iw) 的 线性 齐 次 系统 . 大 家 
知道 , 如 果 具 有 整数 系数 的 线性 齐 次 系统 有 非 平凡 解 , 则 它 也 必须 有 整数 值 的 非 平 
凡 解 . 因此 , 存在 整数 ji,… , jn 和 3 使 得 
mA ++ mej + ms =0, 
: (3.14.10) 
mj + + min + mys =0. 


将 (3.14.10) 的 整数 解 六 ,… ,jn 和 5S 代 人 公式 (3.14.8), 我 们 得 到 满足 


mt MAYe™ + .+ mi Mne™ = 0， 


m(® Ahew 十 … .十 mM) Anew 二 0 


11 这 是 (3.14.4) 中 的 mn. 
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的 新 特征 指数 集 . 

由 此 得 知 , 借助 于 这 些 重新 定义 的 条 ,…… , 和,,, 将 系统 考虑 为 (Sr) - 周期 系统 的 
情形 , 其 中 5 由 (3.14.10) 计算 , 则 对 所 有 共振 单项 式 , 值 ym 等 于 零 . 这 就 完成 了 
定理 的 证 明 . 

这 个 结果 的 一 般 意 义 是 , 停留 在 周期 轨 线 小 邻 域内 的 解 的 性 态 非常 像 自治 系统 
平衡 态 的 小 邻 域内 解 的 性 态 ， 更 确切 地 说 , 如 果 我 们 在 法 坐标 下 将 系统 化 为 自治 形 
式 直到 某 r 阶 项 , 则 在 周期 轨 线 充分 小 的 =- 邻 域内 的 轨 线 , 将 接近 于 对 非常 长 时 间 
周期 (如 二 阶 ) 的 截断 自治 系统 的 轨 线 . 但 是 , 我 们 必须 小 心 谨慎 , 因为 当 r 增加 时 
我 们 构造 角 此 标 变质 可 能 不 收 全 (由 于 它 是 形式 规范 形变 换 的 特殊 情形 ), 并 上 且 一 般 
地 , 原来 系统 的 性 态 和 截断 自治 系统 的 性 态 在 无 穷 时 间 区 间 上 会 有 相当 的 不 同 . 

最 后 , 我 们 注意 , 从 上 面 定理 的 证 明 中 得 知 , 对 于 所 有 的 特征 指数 X 都 等 于 堆 
( 即 所 有 的 乘 子 都 是 1) 这 个 重要 的 情形 , 自治 规范 形 与 原来 的 系统 有 相同 的 周期 7 
(因为 对 所 有 共振 单项 式 , 量 yem = (m, 和 ) ~ Xk 是 零 ). 


3.15 ”压缩 映射 原理 . 鞍点 映射 


这 一 节 我 们 给 出 一 个 基于 压缩 映射 原理 的 不 动 点 存在 性 的 简单 准则 . 当 应 用 到 
Poincaré 映射 时 , 这 个 准则 给 出 的 条 件 保证 周期 轨 线 的 存在 性 . 压缩 映射 原理 是 一 
个 相当 一 般 的 数学 结果 , 它 的 应 用 不 只 限于 建立 周期 轨 线 的 存在 性 这 样 的 问题 . 在 下 
面 几 章 , 我 们 将 用 这 个 原理 的 无 限 维 形式 (在 连续 函数 空间 内 ) 去 证 明 有 关 不 变 流 形 
的 定理 . 

定义 3.5 ” 闭 集 DC Rn 上 的 映射 ;DD 一 DD 称 为 是 压缩 映射 , 或 简单 地 称 为 
压缩 , 如 果 存 在 常数 KK < 1 使 得 对 D 中 的 任何 两 点 Mi 和 Mz, 它们 的 像 了 (Mi) 和 
T(MM2) 之 间 的 距离 不 超过 点 Mi 和 Ms2 之 间 的 距离 乘 K: 

(TM 一 了 Mazl < 天 Ad ~ Mz. (3.15.1) 

定理 3.24 (Banach 压缩 映射 原理 ) ”压缩 映射 了 在 D 内 有 唯一 不 动 点 M*. 
此 外 , 任何 点 M e D 的 轨 线 TiM 当 i 一 oo 时 都 以 指数 式 趋 于 M*. 

证 明 ” 任 选 点 MeD. 由 于 TD cD, 点 M 的 轨 线 {TiM}22o 整个 地 位 于 DD 
内 . 由 (3.15.1) 得 知 , 对 任何 i 有 

ITiIM — TiM| < KTM — MI. 
因此 , 对 任何 m 和 j, 我 们 有 
了 一 1 


ITm+IA Ee T™MI| < 区 |T™tit1M a T™tiM| 
i=0 


< (Se TM 一 Ml < 二 TM MI. 


i=0 
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从 而 , 点 列 {T*M}2o 是 基本 (或 Cauchy) 序列 , 即 对 任何 a > 0, 可 找到 m, 使 
得 对 任何 7 不 等 式 [TM TmM|1 < e 满足 . 在 我 们 的 情形 中 ， 


EL(1 一 五 ) 
ITM — MI| 


由 于 任何 基本 序列 收敛 ,2 存在 极限 M* = Jim T AM. 又 由 于 映射 7 连续 (由 
(3.15.1) 得 知 ) 我 们 有 
TM* = T lim TiM = lim TitiM = MY*， 
即 M* 是 了 的 不 动 点 . 
如 果 人 有 另外 的 不 动 点 M**, 则 
IM* ~ M™| = TM* 一 Ta < 天 |M* — M**]|, 
因此 ,||M* -2M2| = 0 即 M* = M*. 由 此 , 映射 下 有 唯一 不 动 点 M*. 


我 们 已 经 证 明 , 任何 点 M 的 轨 线 以 指数 式 趋 于 映射 T 的 某 个 不 动 点 . 由 于 这 
个 点 唯一 , 从 D 内 所 有 点 出 发 的 轨 线 都 以 指数 式 趋 于 M*. 


定理 3.25 ” 设 映 射  : D 一 D 连续 依赖 于 某 个 参数 几 并 设 T, 对 所 有 的 
都 压缩 , 且 (3.15.1) 中 的 压缩 常数 K 都 相同 , 则 不 动 点 M* 连续 依赖 于 j. 


证 明 设 Mi 和 Mia 分 别 是 映射 ,和 ,4ay 的 不 动 点 . 由 定义 有 


“ln 


TM* = Mr» 
和 
Tu+Ap Mitap - Mi+ap: 
因此 
[My 一 Mranll 3 IT Mi 一 了 p+AnMitanl 

< TM; — Turap Mel + Tr ap Mi = TaranMeranl 

< TMy — TtrarMil + KM — Morapll, 
由 此 


[M3 — Mi asl < ilTs Ms; — Tur a Ml. 


由 于 ZT 连续 依赖 于 jp, 当 An 一 0 时 最 后 这 个 不 等 式 的 右 端 趋 于 零 ， 因此 ， 当 
Ap 一 0 时 M*A, 一 Mx*. 证 明 完毕 . 
由 Banach 原理 立刻 得 知 下 面 的 光滑 映射 不 动 点 的 存在 性 准则 . 
12 空间 R" 是 完备 的 . 
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定理 3.26 ” 设 映 射 z = F(z) 定义 在 闭 凸 集 D c Rn 上 , 使 得 
F(D) cD, (3.15.2) 
IFI<K<L1. (3.15.3) 
则 F(z) 有 唯一 不 动 点 z* e 也, F 的 所 有 轨 线 都 收敛 于 zx*. 


证 明 ”为 了 证 明 这 个 定理 ,只 需 验证 F 是 压缩 映射 , 在 D 中 选取 两 点 zx， 和 
z2, 并 研究 它们 在 F 作用 下 的 像 a 和 xz2. 由 于 也 是 凸 集 , 连接 两 点 zx; 和 zs 的 区 
间 T= {zi + s(z2 -zl)}jsc [0;1] 整个 位 于 D 内 . 考虑 函数 p(s) = F(z1 十 s(Z2 一 2Z1)). 
这 个 函数 将 工 映 到 D 内 , 故 yp(0) = z1,w(1) = x2. 由 于 


i 
ptD = p(0) + J y'(s)ds, 


我 们 有 | 
22 = 1 + F(z1 十 s(Z2 一 Zi))(zo 一 Zi)ds 
0 
和 二 
lz2 ~ zll < 站 fllas .llzs — zill. 
因此 ， 


||z2 一 311 < Kllz2 一 Za， 
即 F 是 压缩 映射 , 由 定理 3.24 它 在 D 内 有 唯一 不 动 点 . 
注 ”这 里 我 们 重新 证 明了 一 个 熟知 的 不 等 式 


lea) ~ F(z < (sup IP) i (3.15.4) 
D 


其 中 zx 和 zz 是 凸 集 D 中 的 任意 点 , FF 是 光滑 函数 . 我 们 将 经 常用 到 这 个 估计 . 要 
注意 , 一 般 地, 它 对 非 凸 集 并 不 成 立 . 

当 函 数 已 连续 依赖 于 某 个 参数 jy 时 , 由 定理 3.25, z* 也 连续 依赖 于 由 如 果 下 
关于 光滑 , 则 下 面 定理 成 立 , 


定理 3.27 ” 设 定 理 3.26 中 的 函数 下 是 Cr - 光滑 依赖 于 z e D 和 参数 4 的 . 
则 不 动 点 z* 也 Cr - 光滑 依赖 于 j. 


证 明 ”计算 一 阶 导 数 dz* /dy. 由 于 z* 是 不 动 点 ， 
太 三 下 (2 4). 
考虑 1 的 增 量 Ay, z* 对 应 的 增 量 Az* 是 


Az = FiAz’ + FyAp+o(lAz"l) +o(lAp)), 
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即 
(I — Fi)Az”* = FAp+o(lAz*|) + olllApll), 
其 中 工 是 恒 同 矩阵 . 由 于 || < K < 1, 故 (1- 下 ) 可 逆 . 因此 ， 
Az = (T— FF) FAp + ollAz*)) +odlAal)， 
即 z* 光滑 依赖 于 , 且 


dzr* _ 
3 = (I—- FF) FE, (3.15.5) 


z=z" (4) 


现在 我 们 可 以 证 明 z* 是 Cr - 光滑 依赖 于 j 的 . 为 此 , 只 需 对 (3.15.5) 按 下 面 


的 规则 ce ee ]。 
T wt x 
训 = 训 +( 世 ) dp = 藉 +( 遍 ) -I(- 友 ) 1 

微分 (r - 1) 次 . 证 明 完 毕 . 


由 定理 3.26 得 到 一 个 稳定 不 动 点 存在 性 的 充分 条 件 . 为 了 得 到 完全 不 稳定 不 动 
点 存在 性 的 充分 条 件 , 我 们 只 要 简单 地 要 求 公式 (3.15.2) 和 (3.15.3) 对 逆 映 射 -1 
成 立 . 

对 鞍点 不 动 点 , 问题 是 在 这 种 点 附近 是 不 可 能 选择 到 区 域 使 得 下 映 到 它 自 身 . 
类 似 地 , 也 不 存在 这 样 的 区 域 使 得 -~! 映 到 它 自身 . 这 可 从 下 面 例子 看 出 : 


T=Mr, Y=7Yy, 0<A<1l<. (3.15.6) 
为 了 克服 这 个 困难 , 我 们 考虑 所 谓 映射 的 交叉 形式 . 


定义 3.6 设 Di 和 D。 是 某 两 个 集合 , P: Di x Ds 一 Di, Q :Di x D。 一 D， 
是 某 两 个 函数 , 设 了 是 定义 在 直 积 Di @ Do 的 某 子 集 上 的 映射 , 点 (3,5) € Di @ DD， 
是 点 (z,y) s Di @ Da 在 映射 工 下 的 像 点 , 我 们 说 已 和 Q@ 定义 交叉 形式 的 映射 了 ， 
当 且 仅 当 
元 三 Plz, 7), 
y = Q(z,D). 
由 公式 (3.15.7) 定义 的 映射 T* 称 为 交叉 了 映射， 由 构造 知 , TXx(D) @ Ds) C5 
Di ® D>. 
映射 了 的 向 前 形式 由 公式 


(3.15.7) 


给 出 . 由 (3.15.7) 得 
F(x,y) = P(x, G(x,Y)), 
y = Q(z, G(z,y)), 
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因此 
Frdz + Fdy= (P+ PGi)dr + PG’ dy, 

dy = (Q + Q,G)dz + Q,G' dy. 
这 里 , 函数 FF 和 G 的 导数 是 对 (zx,y) 取 的 , 函数 已 和 9 的 导数 是 对 (z, yg) 取 的 . 令 
dy 和 dz 的 系数 相等 , 我 们 得 到 

GG = (0) 1, . 

Ca = —(Q,) Qs,, 

Fy = P(Q,), 

Fi=P—P(Q,) 0 


(3.15.8) 


以 及 
Q, = (G;)-, 
92 = -(GJ)-1G2， 
1 (3.15.9) 
f  \ 一 
P= FF(G)-1G,. 


我 们 看 到 , 光滑 向 前 映射 并 不 总 是 对 应 于 光滑 交叉 映射 . 当 (@')-! 没有 定义 时 ， 
映射 了 的 光滑 性 可 能 被 破坏 , 或 者 映射 了 甚至 可 以 不 是 一 对 一 的 映射 . 但 是 对 这 样 
的 映射 下 面 的 结果 仍 成 立 . 


定义 3.7 ”通过 凸 闭 集 Di: 和 D2 (Di Cc R", Da C Rm) 的 直 积 上 的 光滑 函数 P 
和 @, 以 交叉 形式 (3.15.7) 定义 的 映射 T, 称 为 是 鞍点 映射 , 如 果 


lIFllo <1, ly < 1 
BllollQsllo < (1 — Pz) — es lo), 


(3.15.10) 


其 中 小 = sup 
{z,y) 


pi 由. 
例 ”对 应 于 映射 (3.15.6) 的 交叉 映射 的 计算 是 平凡 的 : 


z= MYy=7 YY. 
由 于 0 和 A<1 和 7-!<1, 我 们 可 以 指定 子 集 Di 和 D 分 别 为 x 轴 和 vw 轴 的 区 
间 [-e,e]. 区 域 Di @ Ds 现在 在 映射 Tx 作用 下 映 为 它 自己 . 这 里 , 我 们 有 P' = 入 ， 
忆 = 0,Q9 二 0,Q, =7Y-1. 因此 ,由 于 max{ 和 ,7Y-!1} < 1, 得 知 条 件 (3.15.10) 成 立 , 即 
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这 个 映射 是 鞍点 型 的 . 类 似 地 , 使 得 4- 的 谱 严格 位 于 单位 圆 内 ，4+ 的 谱 严格 位 于 
单位 圆 外 的 任意 线性 映射 
T=Az, y= (At) yg 
也 是 鞍点 型 的 . 其 中 max{||4-|, 4+)- 圳 } < 1, Di 和 D2 可 分 别 选择 为 x 空间 和 
y 空间 中 的 球 . 
当 映 射 了 写 为 向 前 形式 时 , 条 件 (3.15.10) 不 再 是 对 称 的 . 
命题 3.1 为 了 使 条 件 (3.15.10) 满足 , 只 需 
IFz)lo <1, (GG,) lo < 1, 
lBy(Gy) lo: Gl < (1 — HF) 0 = 1(G,)-1o). 
为 了 证 明 这 个 命题 , 我 们 指出 由 (3.15.9) 得 (3.15.10), 只 要 


cy <1 


(3.15.11) 


以 及 
Ey Gy) lollGsllol(G,)™ lle 
< (1 = Fl = |Fy(Gy) lllGs le) : (1 = (Gs,)- the). 
现在 我 们 看 到 可 由 条 件 (3.15.11) 得 知 这 些 不 等 式 . 

条 件 (3.15.11) 中 前 面 两 个 不 等 式 意味 着 映射 了 沿 着 y 变量 伸 长 , 沿 着 z 变量 
压缩 . 如 果 如 我 们 在 前 面 考 虑 的 线性 映射 那样 导数 Fy 和 G% 都 等 于 零 , 则 这 就 足够 
使 映射 是 鞍点 型 了 . (3.15.11) 中 最 后 一 个 不 等 式 简 单 地 意味 着 , 由 玉 和 G' 引起 的 
变形 不 是 本 质 的 . 


定理 3.28 ”鞍点 映射 了 在 Di @ Ds 中 有 唯一 不 动 点 . 


证 明 ”首先 注意 到 向 前 映射 了 的 不 动 点 与 交叉 映射 Tx 的 不 动 点 重合 . 因此 ， 
我 们 只 需 证 明 Tx 是 压缩 映射 , 并 调用 定理 3.24. 


在 Di @ Ds 中 引入 距离 
pl(Z1;, 2 (z2,y2)) = zz — zil| + Lllyz — il, (3.15.12) 
其 中 选择 常数 工 , 使 得 
Pll < 了 < 1— |lPll。 
1— |®,ll Ql。 
为 了 验证 映射 T* 是 压缩 映射 , 我 们 指出 由 (3.15.4) 有 


|IP(z2,%2) — Plz1, 9 < liPzllollz2 — zl + Byllollg2 — | 


(3.15.13) 
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和 
[Q(z2, 2) — Q(z1, 90) < Qslollizz -al + Qolg — nl, 
或 者 
|z2 — zl < liPellollzz 一 za + Pel — nl 
和 
ly2 — vl < leQzllollzz — zi + ,lel — nl 
因此 
lz2 — £1 + Llyz 一 ga 
< (Pzllo + LQslo)Nz2 一 za + (Plo + Zylo) | — nl 
< K(lzz — zl + Llp — nl), 
其 中 


K = max{||Pzllo + LQslo, Ps 上 + Qo}. 
由 于 (3.15.13), K < 1, 因此 Tx 是 压缩 映射 . 证 明 完毕 . 
可 以 证 明 所 得 的 不 动 点 是 鞍点 型 ， 事实 上 , 在 这 里 可 以 应 用 下 一 章 的 定理 4.2 
(于 映射 了 和 它 的 道 T-!), 所 以 我 们 可 以 证 明 鞍 点 映射 的 不 动 点 有 光滑 稳定 流 形 
y = %(z) 和 光滑 不 稳定 流 形 z = yp(y), 其 中 函数 vy(z) 和 p(y) 分 别 定义 在 整个 D， 
和 D。 上 . 
现在 我 们 讨论 Banach 原理 的 抽象 形式 .显然 , 如果 DD 是 任 一 Banach 空间 X 
的 闭 子 集 , 定理 3.24 仍 成 立 . 回忆 线性 空间 X 称 为 Banach 空间 , 如 果 它 是 完备 的 ， 
即 X 中 元 素 的 任 一 基本 序列 {x;}>， 都 收敛 : 如 果 对 任何 es 存在 m, 使 得 对 所 有 
勾 之 0 有 |zn+rm — Tm|)| <e， 则 对 某 个 z*EX 有 
Lim Zi 一 2. 
XX 中 点 之 间 的 距离 定义 为 
dist(zlz2) = ||z’ 一 22?|， 
其 中 范 数 目 .|‖ 是 任意 满足 下 面 关 系 的 非 负 函数 X 一 R: 
|z! + x2 < fiz + lz2ll, 
lzll = IA :llzll 对 任何 数 入 ， 
lzll>0 在 zz#0. 
Euclid 空间 R" 是 Banach 空间 的 例子 . 连续 函数 z(t)|iel0,7] 的 空间 五 是 另 一 
个 重要 例子 (这 里 z e R"), 其 范 数 是 


lz(t)llo = sup JIz()) 
te[0,7] 
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(我 们 用 | |。 记 五 的 范 数 以 区 别 于 Rn" 中 的 范 数 ). 空间 瓦 是 完备 的 , 因为 Rn 完 
备 . 因此 定理 3.24 对 任何 映 太一 H 的 压缩 算 子 成 立 . 

例如 , 在 鞍点 附近 边 值 问题 唯一 解 的 存在 性 定理 2.9 的 证 明 中 , 本 质 上 是 验证 积 
分 方程 (2.8.4) 的 右 端 在 五 的 闭 < 球 De : |z(bl。< e 上 定义 了 一 个 压缩 算 子 (这 里 
z(t) = (u(t), v(t))). 

类 似 地 , 定理 3.10 (鞍点 不 动 点 附近 边 值 问 题解 的 存在 性 ) 的 证 明 是 将 Banach 
原理 应 用 于 由 序列 z = { (wo,v0), (uiyua)…… ,(uk,wuk)} 按 范 数 


lzll。 = ,再 ax lu vil 


组 成 的 Banach 空间 内 的 。 球 上 的 算 子 而 得 到 的 . 

Hadamard 定理 (定理 3.9) 是 对 定义 在 连续 函数 ww = yp(v) 的 Banach 空间 中 的 
算 子 p 忆 5 应 用 Banach 原理 的 , 其 中 v 属于 R"-* 中 零点 的 5 邻 域 , ve R*, 范 数 
为 


lell。= sup llp(v)l. (3.15.14) 
lulls5 


事实 上 , 在 所 考虑 的 情形 下 , 算 子 在 Banach 空间 的 子 集 D 上 有 定义 ( 见 定理 证 明 的 
第 一 步 ), 此 空间 是 由 满足 (3.6.4) 和 (3.6.5) 的 光滑 函数 yp 所 组 成 . 它 不 是 闭 集 ( 光 
滑 函数 序列 按 范 数 (3.15.14) 可 收敛 于 非 光 滑 函 数 ), 因此, 定理 3.24 并 不 保证 不 动 
点 p* 属于 D, 但 是 p* 位 于 DD 的 闭 包 内 , 即 在 满足 Lipschitz 条 件 (3.6.3) 的 连续 函 
数 空间 内 (y* 的 光滑 性 后 面 用 另外 论述 证 明 ). 
当 z 和 分别 成 为 抽象 Banach 空间 X 和 M 的 元 素 时 , 不 动 点 z* 关于 参数 
的 依赖 性 定理 3.25 和 定理 3.27 也 仍 成 立 . 为 验证 定理 3.27 的 论述 , 我 们 回忆 下 面 
的 定义 . 
对 映射 :了 一 X (其 中 立 和 X 是 Banach 空间 ), 在 点 yeY 的 导数 f'(y) 是 
满足 
。 ye@+An -FY -FWAY _ 
we [Aol 2 
(唯一 确定 ) 的 线性 算 子 , 即 f'(y) : Ay seY 一 Az = f'(y)Ay EX. 如 果 f'(y) 连续 依 
赖 于 y, 且 对 所 有 y e D, 它 在 通常 的 线性 算 子 范 数 


4|= sup ||4Ayll 
lAvll=1 


意义 下 一 致 有 界 , 则 映射 f 在 Y 的 子 集 D 上 光滑 . 

在 这 个 范 数 下 , 有 界线 性 算 子 Y 一 X 的 空间 自身 也 是 Banach 空间 . 导数 f'(y) 
依赖 于 点 y e Y, 因此 可 考虑 二 阶 导数 , 它 是 线性 算 子 Y 一 (Y 一 X), 等 等 : 7 阶 导 
数 是 由 归纳 定义 的 线性 算 子 Y 一 (Y 一 (…(Y 一 六)…)). 


r 
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显然 ,7 阶 导数 f(") 可 以 考虑 为 对 称 的 多 线性 算 子 Yr 一 X, 使 得 
f(y+AY)= FY) + f(yAY+..+ 1)(AY) + o(llAyll"). 


函数 f 是 DCY 上 的 Cr - 光滑 函数 , 如 果 对 所 有 kk < r, 大 阶 导数 jb(y) 连 
续 依 赖 于 y 且 作 为 算 子 Y* 一 X 是 一 致 有 界 的 , 即 


up |f® (yAy Askllx 
y€ED,lAvyil=:…=||Ayxl|=1 


有 限 . 
例如 , 对 任何 定义 在 R* 上 的 Cr - 光滑 函数 g, 作用 在 连续 函数 z(t)sel0,7] 的 空 


间 五 上 的 算 子 z(t) mg(z() 是 Cr - 光滑 的 . 对 任何 +, 有 界线 性 算 子 是 Cr - 光滑 
的 . 光滑 算 子 的 释 加 是 具有 相同 光滑 性 的 算 子 . 特别 地 , 将 连续 函数 z(t)scto,r] 映 为 


z(t) = 人/ %(s)g(z(s),s)ds 
的 算 子 万 ，H 对 任何 连续 函数 光 以 及 任何 关于 z 是 Cr- 光滑 , 关于 s 是 连续 的 函 


数 9 是 Cr - 光滑 的 . 这 种 类 型 算 子 的 光滑 性 将 在 第 5 章 用 来 证 明 以 定理 3.27 为 基 
础 的 不 变 流 形 的 光滑 性 . 


不 变 环 面 出 现在 周期 强迫 自 激 振动 系统 , 以 及 几 个 自 激 振动 系统 的 交互 作用 的 
非 线性 动力 学 的 研究 中 . 我 们 在 这 里 仅 限于 讨论 第 一 种 情形 , 即 下 面 形式 的 非 自治 
系统 


=X(r) + up(z,t), (4.0.1) 
其 中 z € R", p(z,t) 对 tt 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 如 同 对 
之 一 X(z)， (4.0.2) 


假设 (4.0.2) 具有 周期 为 + 的 结构 稳定 的 周期 轨 线 L. (4.2.1) 的 相 空 间 是 R" x S81, 其 
中 S1 是 周 长 为 2r 的 圆周 . 原则 上 , (4.0.1) 可 以 在 R*+! 中 写 为 自治 系统 的 形式 


t= X(T)+ up(z, 0), 


90=1, 


其 中 9 是 以 模 2r 定义 的 循环 变量 . (4.0.1) 和 (4.0.3) 的 一 个 特殊 情形 是 yp = 0 
的 系统 (这 时 (4.0.3) 的 第 一 个 方程 与 第 二 个 方程 去 耦 ), 两 个 系统 具有 二 维 不 变 环 面 
T8 : 工 x S!. 我 们 将 证 明 也 存在 光滑 不 变 环 面 T2, 对 所 有 充分 小 心 它 接近 于 人 3. 为 
此 我 们 将 用 由 Afraimovich 和 L.Shilnikov [2,3] 建议 的 稳定 环 面 的 存在 性 准则 , 这 个 
准则 称 为 环 域 原理 . 此 外 , 环 域 原 理 也 应 用 于 多 个 循环 变量 的 情形 . 这 允许 我 们 应 用 
它 到 具 拟 周期 外 力 的 强迫 非 自 治 系统 . 

接 下 来 我 们 研究 二 维 不 变 环 面 T? 上 轨 线 的 性 态 . 在 这 种 情形 下 , 问题 可 以 化 为 
圆周 的 可 定向 Poincaré 映射 . 这 种 映射 理论 的 主要 结果 是 由 Poincaré 和 Denjoy 的 
先驱 工作 得 到 . 在 4.4 节 我 们 将 叙述 这 个 理论 的 主要 内 容 , 因为 它 正确 给 出 了 某 些 
振动 同步 化 问题 的 数学 解释 . 


(4.0.3) 
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4.1 非 自治 系统 
n 维 非 自治 周期 系统 形式 上 写 为 
之 一 F(z,t), (4.1.1) 


其 中 FE(zt+ 2r) = F(z,t). 假设 在 Rr" x Ri 或 D x RI 内 解 的 存在 唯一 性 条 件 满 
足 , 其 中 D 是 R" 的 某 个 子 区 域 . 假设 对 任何 初始 条 件 (zo,to), 解 可 以 延 拓 到 区 间 
[to,to 十 27] 上 . 许多 与 周期 性 强迫 振动 研究 有 关 的 非 线 性 动力 学 问题 都 可 化 为 对 这 
类 系统 的 研究 . 例如 , van der Pol 方程 


E+ H(z 一 1) 全 十 w3z = Asin wt, 


和 Diiffing 方 程 
十 hz 十 az+pPr? = 4sin wt, 


一 般 来 讲 , 我 们 可 用 引入 满足 6 = 1 的 新 循环 变量 9 将 系统 (4.1.1) 化 为 自治 系 
统 . 但 要 做 到 这 点 必须 使 得 变量 > 和 9 有 同等 的 地 位 , 即 函数 下 (x,9) 关于 它 的 所 有 
变量 必须 是 Cr - 光滑 (r > 1). 非 自治 系统 的 特征 是 F 仅 假 设 对 t 连续 . 

原则 上 , 对 (4.1.1) 的 研究 化 为 对 微分 同 胚 的 研究 , 其 光滑 性 等 于 关于 z 的 光 
滑 性 , 当然 , 关于 z 的 所 有 导数 都 假设 是 t 的 连续 函数 . 其 构造 如 下 : 由 下 关于 
的 周期 性 , 点 (z,t) 和 点 (zx,t 十 2rm) 的 轨 线 重合 , 其 中 m e Z. 因此 , 我们 得 到 沿 着 
系统 (4.1.1) 的 解 将 平面 t= 0 映 到 平面 t= 27 的 相应 的 微分 同 胚 , 如 图 4.1.1 所 示 . 

设 p(t,z) 是 系统 (4.1.1) 在 t= 0 通过 点 z 的 解 . 则 所 考虑 的 微分 同 胚 写 为 形 


z= f(r), (4.1.2) 


其 中 f(z) = yp(27, 72). 

这 种 简化 的 可 能 性 是 非 自 治 系统 的 特性 之 一 .! 注意 , 在 自治 系统 的 相 空 间 中 这 
种 大 范围 截面 的 存在 性 一 般 并 不 成 立 . 

于 是 , 显然 在 相 空 间 R" x S! (或 D x S1) 内 上 次 通过 截面 t= 0 的 周期 轨 线 对 
应 于 微分 同 胚 的 天- 周期 轨道 (zo0,:… ,zx-1). 

回忆 微分 同 胚 周期 点 的 定义 . 如 果 zo 是 映射 z = 产 (z) 的 不 动 点 , 但 对 p < 局 
它 不 是 z = jz(z) 的 不 动 点 , 则 点 zo 称 为 周期 为 的 周期 点 , 点 zp 和 zo 都 是 周期 
点 , 其 中 zp = jz(zo),p = 1,… ,kk 一 1. 显然 rzp+l = f(zp) 和 zo = f(zk-1). 每 一 点 


1 我 们 注意 , 对 在 周期 上 有 有 限 个 不 连续 点 的 逐 段 连续 右 端 F(z,t) 的 系统 的 研究 , 也 可 化 为 这 
样 的 微分 同 胚 . 
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图 4.1.1 沿 着 2r 周期 的 非 自治 系统 的 轨 线 构造 微分 同 胚 的 几何 解释 . 非 自治 系统 的 轨 线 与 每 隔 
2r 时 间 周 期 的 平面 截面 的 交点 组 成 微分 同 胚 的 轨 线 . 


zp 对 应 于 周期 2rk 的 解 pp(t) (p = 0,… ,k 一 1). 任何 两 个 这 样 的 解 在 对 t 移 位 一 
个 可 被 2r 整除 的 数 相 互 重合 : 


Pplt) = polt + 2rp). 


为 建立 不 动 点 的 存在 性 ,下面 的 准则 是 有 用 的 . 设 D 是 同 胚 于 标准 球 {z : ||z|| < 
1} 的 有 界 闭 区 域 . 则 D 就 称 为 球 . 


定理 4.1 (Brauer 准则 )” 设 了 是 将 球 了 映 到 它 自身 的 连续 映射 , 即 TD cD. 
则 工 至 少 有 一 个 不 动 点 . 


Brauer 准则 通常 应 用 于 下 面 的 情况 . 设 定义 在 区 域 D x Ri! 上 的 系统 的 所 有 积 
分 曲线 在 边界 D x Ri 进入 这 个 区 域 . 则 相应 的 微分 同 胚 满足 定理 4.1, 因此 , 系统 自 
己 至 少 有 一 条 周期 轨 线 . 
现在 我 们 回 到 周期 强迫 系统 问题 . 在 这 种 情形 下 , 对 系统 (4.0.1) 的 研究 化 为 对 
下 面 形式 的 微分 同 胚 族 
z= jz,H) (4.1.3) 
的 研究 , 其 中 f 表示 为 
f(z,1) = fo(z) + pfi(z, 1). (4.1.4) 
我 们 看 到 , 在 y = 0 微分 同 胚 (4.1.3) 是 沿 着 自治 系统 (4.0.2) 的 轨 线 的 2r 移 位 映射 ， 
或 者 等 价 地 , 是 沿 着 系统 
=X(z), 
(4.1.5) 


0=1 
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的 解 定 义 的 从 9 = 0 到 9 = 27 的 映射 . 

在 上 面 的 假设 下 , 系统 (4.0.2) 有 周期 为 7 的 周期 解 L, 其 方程 是 z = y(t). 因此 
系统 (4.0.3) 有 “ 直 棱 ”不 变 环 面 T3, 其 底 由 { 工 :z= y(91),0 < 91 < r} 定义 , 如 图 
4.1.2 所 示 . 从 而 , 微分 同 胚 (4.1.3) 在 j= 0 有 光滑 不 变 闭 曲线 Lo. 我 们 将 在 下 面 证 
明 , 如 果 Lo 是 (4.0.2) 的 稳定 解 , 则 对 所 有 充分 小 的 几 系统 (4.0.3) 有 接近 于 T3 的 
光滑 不 变 环 面 T2, 见 图 4.1.3. 这 是 由 于 , 对 所 有 充分 小 的 y, 微分 同 胚 (4.1.3) 有 光 
滑 不 变 闭 曲线 工 ,.、 


图 4.1.3 ”扰动 系统 的 光滑 不 变 环 面 T2. 
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现在 考虑 系统 
=X(x,t), (4.1.6) 
这 里 我 们 假设 X(z,t) 是 t 的 拟 周期 函数 . 这 意味 着 


十 oo 十 oo 


X(z,t) = ee >», Qk krmnti(T)ei Rt hm im (4.1.7) 


ki=—o0 kmti=~—o0 
其 中 = (k1,… ,km+1) 是 由 整数 组 成 的 向 量 , 9 = (Qi,… , 9m41) 是 实数 向 量 . 我 
们 也 假设 Q1,… , 9m+1 构成 频率 基 , 即 对 任何 大 关 0， 
(k,0) = 和 Di + + kmiiNmii #0. (4.1.8) 
在 条 件 多 (z,t) e C"(r > 1) 下 , 它 可 表示 为 形式 
X(T,t) = X(z,01,.… ,Om+1), (4.1.9) 


其 中 X(z,91,… ,9m+1) e Cr 对 每 个 变量 9; = Qjt 是 周期 为 2x 的 周期 函数 . 因此 
系统 (4.1.6) 可 写 为 自治 系统 
=X(z,0), 
(4.1.10) 
6=0, 
其 中 9 = (91,… ,8m+1). (4.1.10) 的 相 空间 是 Rn" x Tm+1, 此 外 , 对 系统 (4.1.0) 的 研 
究 可 以 化 为 对 映射 
z= f(z,0), 
0=0+w (mod 27) 
的 研究 ， 如 果 我 们 选择 截面 0m+1 = 0. 其 中 0 一 (01,: 2 ,Om), Ww 二 (wi1,- ee , Wm), 
这 里 wj = 2525 (j 1,… ,m). 微分 同 胚 (4.1.11) 的 相 空间 是 Rn x Tm， 在 研究 


m+1 


(4.1.11) 时 , 较 方 便 的 是 把 Tm 表示 为 mm 维 立方 体 
{(6 ,0m)|0 < 0; < 27, j= (1,.… ,m)}, 
使 得 这 个 立方 体 的 对 边 的 点 等 同 , 即 
(9 ,0;_1;0,0;41,.…* ;0m) 三 (9 ,0;_1,27, 0;41,: .+ ,Om). 
由 于 (4.1.11) 中 第 二 类 方程 与 z 无关, 映射 
6=0+w (mod 27) (4.1.12) 


定义 在 Tm 上 , 且 是 一 个 微分 同 豚 . 由 于 假设 关于 8 的 条 件 (4.1.8) 成 立 , 这 个 映射 
既 没 有 不 动 点 也 没有 更 低 维 的 不 变 环 面 . 换 句 话说 , Tm 是 极 小 集 . 因此 , 出 现在 耦 


(4.1.11) 
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映射 (4.1.11) 研究 的 第 一 阶段 中 的 最 简单 对 像 是 形 如 z = h(9) 的 m 维 不 变 环 面 , 它 
对 应 具有 频率 基 (w,…… ,wm) 的 拟 周期 解 . 

在 4.2 节 我 们 将 对 充分 宽 的 一 类 微分 同 胚 叙 述 一 个 不 变 环 面 存 在 性 的 相当 方便 
的 准则 . 


注 ”我 们 已 经 看 到 , 对 时 间 是 周期 或 拟 周期 依赖 性 的 非 自治 系统 , 允许 自然 扩 
展 到 更 高 维 的 自治 系统 , 其 中 增加 的 维 数 等 于 独立 频率 的 个 数 . 但 是 , 在 一 般 情形 这 
种 扩展 对 有 任意 时 间 依 赖 性 的 系统 是 不 成 立 的 . 此 外 , 在 这 种 情形 下 相 空 间 维 数 的 
直接 向 前 增加 是 没有 用 的 , 因为 t 一 +co 时 轨 线 的 性 态 必须 在 非 紧 相 空间 中 研究 . 
否则 , 游荡 集 是 空 的 . 因此 , 具有 一 般 时 间 依 赖 性 的 非 自治 系统 的 研究 主要 要 求 用 新 
方法 . 对 一 类 二 维 非 自 治 系统 的 这 种 方法 被 Lerman 和 工 .Shilnikov [41] 所 发 展 . 
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考虑 微分 同 胚 T: 
= f(z,0), 
=0+go(z,0) = g(7z,0) (mod 27) 


其 中 ze R",09eET"m，n>1，m > 1, 光滑 函数 f 和 og 关于 9 是 27 -周期 的 . 
设 区 是 由 


(4.2.1) 


wD 8 


K= {(z,0)lllzll < 6,0 € T™} 
定义 的 环 域 . 对 向 量 值 或 者 矩阵 值 函数 p(z,0) 引入 下 面 的 记号 : 


lIpllo = sup llp(z, 09) 
(z,0)EK 
其 中 外. 外 是 标准 的 Euclid 范 数 . 


假设 4.1 ”对 任何 固定 的 9, 映射 
z= f(z,0) 


区 

or 

假设 4.2 ”对 任何 固定 的 x, 映射 
6=0+ogo(z,9) (mod 27), (4.2.3) 


是 微分 同 胚 . 特别 , 这 得 到 


是 压缩 的 , 即 


<1. (4.2.2) 


<C < oo. (4.2.4) 
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定理 4.2 ( 环 域 原理 ) ”在 上 面 的 假设 下 , 如 果 


( 吕 ) . v9 . oo 


(4.2.5) 
则 微分 同 胚 (4.2.1) 在 区 中 有 m My 它 包含 区 a 妨 之 
极限 点 . 这 个 环 面 由 图 z = h*(9) 定义 , 其 中 h* 是 Cl - 光滑 的 2r - 周期 函数 . 
证 明 ”由 假设 4.2 我 们 可 把 (4.2.1) 写 为 交叉 形式 


z= F(z,0), 


_ (4.2.6) 
0= G(x,0) (mod 27). 
注意 到 
F(z,0) = f(z, G(z, 0)), 
(4.2.7) 
0 = g(7, G(x, 9)). 
从 这 个 公式 我 们 得 到 F 和 G 的 导数 的 如 下 估计 : 
GT 机 
A 4 (8)” 
oz|。 ||8z|l, 00 
为 | 
从 这 些 估计 和 (4.2.5), 可 以 验证 下 面 的 不 等 式 : 
(4.2.9) 


特别 ， 


<1. 


按照 假设 4.2, 对 每 个 固定 的 z， 机 a 4 下 是 将 环 面 Tm 映 为 它 自己 的 微分 同 
胚 , 因此 它 不 可 能 是 压缩 映射 从 而 它 的 Jacobi 矩阵 的 范 数 的 最 大 值 必须 大 于 1: 


Ee 
65 1, 


oF 
oz ||。 


由 此 得 知 ， 


<1. 
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现在 我 们 可 以 看 到 由 (4.2.9) 得 到 下 面 的 不 等 式 


oF oF OG 
5z|. EE 。 az), <™ 20 
记 
OF OG 
-YI (sl) 人 


(在 下 = 0 的 特殊 情形 , 我 们 将 简单 地 对 C 选择 充分 大 的 数 ) 从 (4.2.9) 立刻 得 知 


‘ll (4.2.12) 
浆 人 |s||%}< 20] ) Gil) a 
(z, | 世 中 - <( -<| 芝 小 (4.2.14) 
由 (4.2.10) 我 们 有 
| 笑 A <| 受 (4.2.15) 


余下 的 证 明 仅 以 这 些 不 等 式 为 基础 . 我 们 以 五 (C) 表示 向 量 函 数 z = h(9) 的 空 
间 , 函数 的 图 像 在 KK : ||h|| < mo 内 , 其 中 h 满足 Lipschitz 条 件 : 


IIa(0 二 Ab) = h(ON < LIA0. (4.2.16) 
对 五 (C) 赋予 通常 范 数 


dist(h1, h2) = ||h1 一 hzl| = sup ||h1(6) 一 jz 人 8) 


大 家 知道 , H(L) 在 有 界 连续 函数 h(0) 的 Banach 空间 中 是 闭 的 . 


引 理 4.1 只 要 (4.2.12) 和 (4.2.13) 满足 , 映射 了 诱导 算 子 了: H(L) 一 五 (C) 
( 即 Lipschitz 函数 z = h(9) 的 图 在 映射 了 作用 下 的 像 是 满足 具有 相同 常数 C 的 
Lipschitz 条 件 的 函数 z = h(6) 的 图 ). 


事实 上 , 设 he 五 (C). 首先 我 们 必须 证 明 , 像 T{z = h(9)} 是 对 某 个 单 值 函数 到 

的 z= 有 (8) 的 这 类 曲面 . 换 句 话说 , 我 们 必须 证 明 , 对 任何 6 存在 唯一 3 (这 可 能 给 

出 h(B)) 使 得 对 某 个 9 有 (z,8) = T(h(9),9). 这 等 价 于 ( 见 4.2.6) 对 任何 更 关于 9 
的 方程 

0 = G(h(0),0) (4.2.17) 


的 唯一 解 的 存在 性 . 
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对 每 个 固定 的 5 我 们 可 以 将 这 个 等 式 视 为 将 环 面 映 为 它 自身 的 映射 
0 G(h(0),0) (4.2.18) 


的 不 动 点 方程 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 这 个 映射 是 压缩 的 , 则 所 考虑 的 不 动 点 的 存在 唯 
一 性 将 由 Banach 原理 得 知 . 而 这 是 由 条 件 (4.2.12) 和 (4.2.16) 容易 得 到 的 结论 . 因 
为 对 固定 的 5 和 任意 的 Ab, 我 们 有 


lIAzl| = |Ih(0 + A9) — h(O)I| < CA 


和 
1 
G(T + Az,0) — G(x,0) = (/ Ce 十 5Arz， 9)as) Arz， 
0 


因此 本 
le(ne+ Ab), 避 一 G(h(g),D < £ | 受 | laell 


由 (4.2.12) 得 知 , 映射 在 所 考虑 情形 下 事实 上 是 压缩 的 . 

从 而 , 对 任何 5 存在 唯一 9, 使 得 等 式 (4.2.17) 成 立 . 由 于 压缩 映射 的 不 动 点 连 
续 依赖 于 参数 (在 我 们 的 情形 是 内, 由 此 得 知 9 也 连续 依赖 于 5 

将 9 的 值 代入 (4.2.6) 的 第 一 个 等 式 , 得 到 函数 只 = Th 的 形式 为 


z=h(0) = F(h(0(0)),0). (4.2.19) 


我 们 看 到 h 连续 . 下 面 我 们 证 明 h 满足 Lipschitz 条 件 . 显然 只 需 证 明 对 每 一 个 

6 有 
lim sup Al 
A6-0 ||A0l| 


为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 指出 按照 (4.2.6) 有 


<L. (4.2.20) 


Az = FAz + FyAb, 


n (4.2.21) 
Ab = GsArx + GsAb, 


其 中 我 们 记 | 
Fs / 到 人 + sAx,0 十 sSAb)ds 


等 . 在 这 里 假设 点 (z,b) 和 点 (z+ Arz,9+ Ab) 属于 {zx = h(9)} (因此 点 (二 人) 和 点 
(z+Az,6+ A0) 属于 伍 = 8 人 因此 ,||Azl| < CIAbll. 将 这 个 代入 (4.2.21) 给 出 


3 1 | 
二 || ona Ms bad i A0ll. 
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取 极限 我 们 有 


op 出 < 3+ ; Ea 咱 (4.2.22) 


因此 , 由 (4.2.13) 得 知 函数 史 满足 Lipschitz 条 件 . 这 就 完成 了 证 明 . 

我 们 已 经 定义 了 算 子 T:H(L) 一 H(L). 现在 证 明 7 是 压缩 的 . 由 于 五 (C) 是 
Banach 空间 的 闭 子 集 , Banach 原理 保证 算 子 地 在 五 (C) 上 唯一 不 动 点 h* 的 存在 
性 . 因此 我 们 有 h* = h*, 这 意味 着 由 他 的 定义 , 曲面 {z = h*0} 在 映射 并 作用 下 
的 像 是 相同 的 曲面 , 即 这 个 曲面 是 所 求 的 不 变 流 形 (为 了 完成 证 明 , 我 们 还 需要 建立 
h* 的 光滑 性 ). 

设 hl 和 hz 是 互 (C) 的 两 个 元 素 , hi 和 hs 是 它们 在 休 作 用 下 的 像 . 固定 任 一 5 
并 取 点 (z1,9) 和 点 (22,0), 在 这 些 点 具 常 数值 参数 5 的 曲面 分 别 与 曲面 {5 = h1(B)} 
和 曲面 {z = h2(9)} 相交 . 由 于 这 些 曲 面 按 定义 是 曲面 {z = hi1(9)} 和 {z = h2(9)} 在 
映射 了 下 的 像 , 存在 点 (zi = hi(91),91) 和 (za = hz(92), 92) 使 得 7T(zigl) = (7z1,0) 
和 T(zz,b>) = (x2,9). 由 (4.2.6) 有 


五 = F(hi(0),0), z2 = F(h2(02),0), 
= G(hi(01),0), 02 = G(h2(02), 0), 


给 出 
le —0all < |9e) eeo ~ noc), 

(4.2.23) 
la ~zall < | | aeo 一 wo 


利用 Lipschitz 条 件 (4.2.16) 我 们 有 


||h1(91) — h2(02))| < ||h1(01) — hi(02)]} + Jhi(02) — h2(02)]| 
< Ll|01 — 92|| + dist(hi, h2). 


因此 , 不 等 式 (4.2.23) 可 以 写 为 形式 
lo = eal < | Cre = eall + aist(ma, ha)) 
Ja — zall < | | Geller = 0all+ aist(ha, ha)), 

DG 
.|| 


—1 
lo -ell < | 肥 “) -i 
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-9 dist(hi, h2). 
因为 6 是 任意 选择 的 ， TW 


dist (hi, hz) < < | 。 dist(h1, h2), 
一 | 到 | 


故 由 (4.2.15) 映射 事实 上 是 压缩 的 . 

我 们 已 经 证 明了 Lipschitz 不 变 流 形 M* : {z = h*(9)} 的 存在 唯一 性 . 因为 压 
缩 算 子 的 不 动 点 是 从 任 一 初始 猜测 开始 的 逐次 逼近 序列 的 极限 , 故 对 任 一 Lipschitz 
函数 ho, 有 h* = limT*ho. 或 者 , 同样 地 , 任 一 Lipschitz 曲面 {z = ho(9)} 在 映射 
下 的 向 前 像 收敛 于 不 变 流 形 M*. 这 得 知 定理 的 结论 , 即 对 于 K 的 任何 点 的 向 前 选 
代 , 它们 的 极限 集 在 M* 上 . 

现在 证 明 M* 的 光滑 性 . 流 形 {zx = h*(9)} 的 不 变性 意味 着 , 按照 (4.2.6), 对 任 
意 56 有 


||h1(0) — ha(B)| = Ilz1 ~ z2ll < [证 


h*(0) = F(h*(0), 0), (4.2.24) 


其 中 9 的 值 由 方程 
9 = G(h*(0),0) (4.2.25) 
通过 隐 式 定义 . 最 后 这 个 方程 在 不 变 流 形 上 定义 了 映射 T-!， 如同 与 引 理 4.1 相同 
的 论述 , 得 知 9 定义 为 5 的 单 值 连续 函数 . | 
由 (4.2.24) 和 (4.2.25) 的 形式 微分 , 得 知 导数 7* = 2 (如 果 它 存在 ) 必须 满足 
方程 


(0) = + m7*(0). (7- 恬 7O) -而 ， (4.2.26) 


其 中 右 端 所 有 导数 都 在 (zx = h*(9),0) 处 计算 , 8 是 由 (4.2.25) 定义 的 8 的 函数 . 我 
们 证 明 满 足 这 个 等 式 的 连续 函数 m* 存在 . 考虑 有 界 (||n||。< £) 连续 函数 z = n(9) 
的 空间 H'(L). 这 是 赋予 范 数 


||m 一 92|| = dist(7l, 72) = sup ||m1(0) — 72(0)|| 


的 连续 函数 的 Banach 空间 的 闭 子 集 . 考虑 在 太 '(L) 上 定义 的 映射 7 己方 : 


-1 
i() = 二 + “0): ( = 5 -ng)】 7 (4.2.27) 
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这 个 公式 给 出 当 函 数 7 已 知 时 计算 方 的 规则 : 对 任意 5 由 公式 (4.2.25) 求 9, 并 将 这 
个 结果 代入 (4.2.27) 的 右 端 . 

下 面 将 证 明 由 (4.2.27) 给 出 的 映射 将 H'(L) 映 为 自己 且 是 压缩 的 ， 由 此 得 知 
(4.2.26) 的 解 n* 的 存在 唯一 性 . 5 的 连续 性 是 显然 的 , 所 以 我 们 只 需 验 证 它 是 而 于 
£ 的 , 只 要 7 辕 于 同一 常数 . 由 于 
OG 
Bz'" 


DG 
ge | 
<|| .a<: 


( 见 (4.2.12)), 我 们 可 以 写 为 
DG -1 十 cc DG k 
(1- 星 忆 =- (9) 


因此 
(- 称 相 | 党 榨 玫 < 党 
利用 这 个 估计 从 (4.2.27) 得 到 
< 呈 ea ea | | 
| + ee | 
由 (4.2.13) 这 给 出 
(i < £, 


即 方 e 五 (C) 只 要 mE€ H'(L). 

为 了 证 明 压缩 性 , 注意 到 由 瑞 (C) 对 任意 四 和 功 有 

加 (9) 一 六 (0) 
= 狗 (1-m(0) 2 m0) mn) (全 mn) -大 dB 
为 了 推导 这 个 公式 , 我 们 用 


CT N= OG BGAN-: 
(全 =0+0 名 n+…= (7-1 改 ) 17) (4.2.29) 
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因此 


从 而 可 用 恒等式 


OG\ 9G 二 
I-ma) 因由 一 页 站 


= (a 


这 可 以 用 (一 mm: 区 ) 乘 左 端 , 用 (1-$ 二 一 hh) 乘 右 端 来 验证 . 
由 (4.2.28) 得 知 ” 
OG 
| 


0 
) 


oo 
dist (io, 认 ) < 


(1- 


dist (m2, mh), 


区 


再 由 (4.2.14) 得 知 压 缩 性 . 
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我 们 已 经 证 明了 (4.2.26) 中 唯一 确定 的 形式 导数 m* 的 存在 性 . 现在 证 明 事实 上 


7*(0) = 本. 这 与 证 明 下 面 的 等 式 恒 等 于 零 是 相同 的 : 
Ih*(0 + A0) - 和 er(g) 一 售 (9)Abll 
[wj 


注意 到 函数 z 一 致 有 界 (因为 nm* 有 界 且 h* 满足 Lipschitz 条 件 ). 
我 们 用 z(9) 估计 z( 外 . 首先 , 我 们 证 明 


hr*(5+AD) — h*(0) 


z(0) = lim sup 
Ab 一 


OF ，。 OF ,~ A 
a (h*(0 + 人 A)—h*(0))+ 而 人 十 ol(Ab) +o(Ag)， 


其 中 由 于 (4.2.25), Ab 满足 
OG 


水 * OG a 了 
Ag= F(A"(0+A0)—h(0)) + BAG+oA) + o(A0), 


注意 到 h* 满足 Lipschitz 条 件 . 特别 地 ， 


各， 


(4.2.30) 


(4.2.31) 


(4.2.32) 


(4.2.33) 
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将 (4.2.32) 写 为 
Ab 


0 —1 
= @ 到 如 六 |[ 芝 w (9 十 Ab) 一 1 人 (9) — 7*(0)A0) 十 2 + o(Af) + o(Ab). 


现在 , 利用 (4.2.26) 我 们 可 以 写 
h*(0+AD)—h*(0) — m0 AG 
DG 


oF 
= ( +7*(0) @ 一 (0)) 2 “(h*{(0 + AO)—h*(0) —7*(0)A0) 二 o(A0)， 


或 者 ( 见 (4.2.29)) 
h*(0+AO)—h*(0) —m (OAG 


一 1 
= -一 . @ 一 m0 ) (ie 人 (9 十 Ab) 一 je(9) 一 六 (9)Ab) +o(AD). 
因此 , 由 (4.2.30) 和 (4.2.33) 得 


OG 
z(0) < A | 有 (4.2.34) 


2 
人 -< 


Oz 

在 这 个 公式 中 z(9) 前 面 的 系数 严格 小 于 1. 回忆 对 不 变 流 形 M* 上 的 任何 点 由 
9 唯一 确定 9, 即 我 们 可 以 考虑 M* 上 任何 点 的 无 穷 向 后 轨道 , 它 将 停留 在 M* 上 . 
但 是 , 如 果 z 的 值 在 某 一 点 不 为 零 , 由 于 (4.2.34), 它 的 向 后 迭代 可 无 限 增 长 . 这 与 
z(9) 的 一 致 有 界 性 矛盾 , 故 这 个 函数 在 M* 上 必须 处 处 恒 等 于 零 . 这 导致 不 变 流 形 
的 光滑 性 , 证 明 完 毕 . 

仔细 检查 证 明 可 知 , 本 质 上 我 们 没有 用 到 9 是 角 变 量 的 条 件 (我 们 仅仅 在 刚 开 
始 当 由 定理 假设 推导 公式 (4.2.9) 和 (4.2.10) 时 需要 它 ). 我 们 的 论述 在 一 般 情形 也 
成 立 , 为 了 避免 更 多 的 重复 , 我 们 只 简单 地 令 述 下 面 的 结果 . 


定理 4.3 设 X 和 YY 是 某 Banach 空间 的 某 凸 闭 子 集 . 假设 映射 工 在 XxY 
上 定义 为 交叉 形式 : 


wa 
Or 


z= F(z,Y), 
wD (4.2.35) 
二 G(z, 9), 
这 意味 着 X xY 中 两 点 (z,y) 和 (z,9) 由 映射 了 相 联 系 , 当 且 仅 当 (4.2.35) 成 立 . 
设 F 和 G 是 满足 下 面 两 个 条 件 
DC oF 
| 上 +y| 


i { oF 
(ZTEXxY Oz 


OG 


o 


D 
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(4.2.37) 


OF oF| |laG 
=| | 
的 光滑 函数 . 则 映射 7 有 C! - 光滑 不 变 流 形 M*, 它 包 含 7 的 任何 向 前 轨道 的 w - 
极限 点 . 


注意 , 原则 上 映射 7 不 用 假设 是 单 值 的 : 在 (4.2.35) 中 允许 有 几 个 不 同 个 (z, 9) 
对 应 于 同一 个 (z,y). 因此 X x Y 中 的 一 点 可 以 有 多 于 一 条 的 轨道 , 这 个 定理 给 出 
了 它们 的 w - 极限 集 都 包含 在 M* 中 . 

我 们 也 不 需要 ( 却 , 习 光滑 依赖 于 (z,y) 的 条 件 . 但 是 , 从 上 面 的 证 明 得 知道 映射 
T-1 在 M* 上 是 单 值 且 光滑 的 : 它 由 方程 


y= G(h"(y),y) (4.2.38) 
通过 隐 式 定义 , 其 中 z = h*(y) 是 M* 的 方程 . 
h* 的 导数 m* 满足 关系 式 


1 
"7D= 务 + 花丛 Tr) 中 (4239) 


(这 是 公式 (4.2.24) 和 (4.2.26) 的 简单 重 写 ). 我 们 看 到 导数 m* 是 其 图 像 写 为 交叉 形 
式 
二 fF(n, 9), 


的 映射 的 不 变 流 形 的 函数 , 其 中 9 由 (4.2.38) 这 一 隐 式 给 出 , 下 由 (4.2.39) 右 端 给 
出 . 我 们 可 以 将 定理 4.3 用 于 这 个 映射 (注意 到 党 = 0) 而 得 到 下 面 的 事实 ; 


[A a 


mp 人 名} <1 ， (4.2.42) 


则 不 变 流 形 n = wr*(y) 唯一 旦 光滑 ， 这 意味 着 导数 六 是 y 的 光滑 函数 , 因此 这 时 
jh* EC2. 

我 们 将 用 原来 的 函数 FF 和 G 来 表达 M* 上 面 的 C? - 光滑 性 条 件 . 首先 , 注意 
大 的 公式 中 含有 FF 和 G 的 一 阶 导数 , 因此 为 了 大 光滑 , F 和 G 至 少 需要 是 C? 光滑 
的 . 考虑 导数 9 5 开 , 回忆 我 们 已 经 作 过 类 似 的 估计 (用 稍微 不 同 的 记号 , 见 (4.2.28)). 


(4.2.40) 
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Re a 


为 了 避免 重复 我 们 就 简单 地 给 出 De 


0 人 由 有 | 


区 列 | (- ly 


其 中 C 是 Lipschitz 常数 , 即 导数 w* 范 数 的 上 界 . 由 构造 ( 见 (4.2.11))， 


-El 
oe BF 
| 受 ?| < Br Nl (4.2.43) 
(-f 曙 [|) 
对 导数 5 ,我 们 直接 从 (4.2.38) 得 到 下 面 的 估计 : 
| 各 si< |a | 人吉 (4.2.44) 
C.-Y 如 陶 [) 


将 这 两 个 不 等 式 代入 (4.2.41), 得 到 下 面 关于 M* 的 C? - 光滑 性 的 其 它 充分 条 件 (与 
定理 4.3 的 条 件 比 较 , 条 件 (4.2.42) 没有 引 人 新 限制 ): 


oFll lleGll? 
sup Er 


Or 
OG or 3| 


人 


Or 00 


(4.2.45) 
我 们 可 以 重复 上 面 的 步骤 导出 C3 - 光滑 性 的 充分 条 件 (将 (4.2.43) 和 (4.2.44) 
代入 (4.2.45)) 等 . 由 归纳 法 , 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 4.4” 设 定理 4.3 中 的 函数 下 和 G 是 Cr -光滑 的 (r > 1), 并 假设 对 某 整 
数 g 和” 它们 满足 另外 的 条 件 


(4.2.46) 


sup -一 
(onexxrY 【jl or 
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则 在 这 种 情形 下 不 变 流 形 M* 至 少 是 Cs - 光滑 的 . 


我 们 已 经 用 交叉 映射 叙述 了 这 个 定理 而 并 不 需要 映射 T 自身 的 光滑 性 . 此 外 ， 
检查 定理 的 证 明显 示 , 即使 我 们 还 允许 函数 F 和 函数 G (它们 定义 交叉 映射 ) 在 有 
限 个 曲面 {y = 常数 } (或 者 在 有 限 个 z = h(y) 横 截 的 光滑 曲面 , 其 中 


(yy) < C) 上 有 奇 点 , 定理 仍 成 立 , 只 只 要 
。 导 数 a 8G OF 


' 配 ' 本 以 及 所 有 导数 A f(x < gq) 在 XxyYy 上 处 处 连续 . 
。 对 任何 称 数 po > 0，pl > de 1 和 ko > 1,ki > 0,…,ks。 > 0 使 
得 ko 十 … 十 ks < 8 < gq 以 及 po 十 … 十 ps < g, 在 有 奇 点 的 曲面 上 有 
OPotko Fr 
Ozrko Oypo 
回 到 环 域 原理 , 定理 4.4 给 出 下 面 的 结果 ( 见 有 关 交 叉 映射 和 初始 映射 导数 的 估 
计 (4.2.7) 一 (4.2.8)). 


定理 4.5 ” 设 映 射 (4.2.1) 是 满足 假设 4.1 和 4.2 以 及 


OP1+k1 0G 
Bam ODPr Cd 


1i OPs +ks 位 
“| Bre Og 


=0. 


9 十 1 of Og 1 9 
oz ||。 Or 
Gg\ of 
本 | 的 | 总 55 | 4 


的 Cr (r > 2) - 光滑 微分 同 胚 , 其 中 2 < g < 7. 则 由 定理 4.2 (条 件 (4.2.27) 导致 那 
个 定理 的 假设 成 立 ) 给 出 的 不 变 环 面 至 少 是 Cs - 光滑 的 . 


下 一 节 我 们 将 集中 注意 力 于 (4.2.1) 中 第 二 个 方程 的 维 数 m 等 于 1 的 情形 . 对 

高 维 情形 我 们 仅 作 些 说 明 . 由 假设 , 映射 (4.2.3)( 对 应 于 固定 的 z) 是 微分 同 胚 . 我 们 
可 以 将 它 包含 在 下 面 的 族 中 

0 =0+eg(z,0). (4.2.48) 

当 < = 1 时 得 到 原来 的 映射 , 当 es = 0 时 得 恒 同 映射 . 这 意味 着 (4.2.3) 是 同 伦 于 恒 


同 映射 . 但 是 , 在 环 面 的 所 有 微分 同 胚 中 还 存在 某 些 是 非 同 伦 于 恒 同 映射 的 微分 同 
胚 . 


我 们 视 环 面 Tm 为 满足 黏合 点 
(0 0-1;0;0j+1 pg) 三 (9 ,0;-1,1,0;+1,..* ,Om) 
的 单位 立方 体 
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环 面 的 微分 同 胚 不 同 伦 于 恒 同 映射 的 一 个 例子 由 


6= .40 (mod 1) (4.2.49) 
给 出 , 其 中 4 是 det |4| = 十 1 的 整数 矩阵 (不 同 于 恒 同 矩阵 ). 这 样 的 微分 同 胚 的 一 
个 例子 是 映射 
0 = ( | 0 (mod 1), 
如 图 4.2.1 所 示 . 


0 1 2 3 bi 


图 4.2.1 ”不同 伦 于 异同 映射 的 环 面 微分 同 胚 作用 的 一 个 例子 . 
映射 (4.2.49) 称 为 环 面 代数 自 同 构 . 对 下 面 形式 的 微分 同 胚 
z= f(z,0), 
6 = A9+go(7x,0) = g(x,0) (mod 1) 


的 情形 , 其 中 函数 f 和 9 关于 9 是 周期 为 1 的 周期 函数 , 环 域 原理 成 立 , 如 果 在 环 
(1) 映射 


(4.2.50) 


z= f(x,0) 


对 |lzll < ro 是 压缩 的 , 且 
(2) 映射 
6=40+go(z;,9)=9g(lz9) (mod 1), 
是 环 面 上 的 微分 同 胚 , 以 及 
(3) 映射 (4.2.50) 满足 条 件 (4.2.5), 或 者 , 更 光滑 的 条 件 (4.2.27). 
这 个 论述 的 证 明 恰 是 定理 4.2 或 定理 4.5 证 明 的 翻版 . 
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当 限 制 在 环 面 Tm : x = h(9) 上 时 , 映射 (4.2.50) 可 写 为 形式 
0= AG+ go(h(0),0) (mod 1). (4.2.51) 
我 们 将 一 般 环 域 原理 的 分 支 应 用 推迟 到 本 书 的 第 二 卷 . 在 这 里 要 注意 ,对 m = 1 
和 4= -! 的 情形 , (4.2.51) 是 不 可 定向 的 圆周 映射 
6=—0+g0(0) (mod 1)， (4.2.52) 
它 是 Klein 瓶 上 某 些 流 的 Poincaré 映射 . 
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考虑 系统 族 
2 一 天 (7) 十 D(z， 0, 4), 
(4.3.1) 


6=1, 
其 中 X 和 ?是 Cr (r>1) -光滑 函数 , 目 p 是 9 的 2r -周期 函数 , 因此 , 我 们 将 9 
和 0 十 27 等 同 . 

假设 p 在 j=0 为 零 , 对 应 的 自治 系统 

之 一 X(z) (4.3.2) 

有 周期 为 + 的 稳定 周期 轨 线 工 . 

定理 4.6 ”在 上 面 的 假设 下 , 对 所 有 充分 小 的 几 系统 (4.3.1) 有 Cr - 光滑 的 二 
维 不 变 环 面 . 

证 明 ”在 工 的 小 邻 域内 代替 z 坐标 引入 法 坐标 (y, go) ( 见 (3.11.20)). 在 新 变 


量 下 这 个 族 取 形 式 
y ee My 十 FolOo, y) 十 有 (60 70， 几 )， 


b = 9o 十 bo(go,g) + bi(00,y, 0, 1), (4.3.3) 
0=1, 
其 中 
Fol00,0) =0, Fe,(00;,0) =0, bo(00,0)=0 (4.3.4) 
以 及 Qo = 2 


(4.3.3) 右 端 是 9 的 周期 为 2r 的 周期 函数 , 日 关于 bo 或 者 是 27 周期 ,或 者 ( 见 
(3.11.22)) 它们 都 是 反 周期 的 :? 
F(bo + 27,0Yy,0, 1) = oF (bo,y, 0, 4), es 
bbo 十 27, OY, 0, 4) = b(Oo, 2， 0, 1), 


2 我们 记 下 = 而 + 而 以 及 5=bo 十 ba. 
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其 中 o 是 某 些 变量 y 的 对 合 改 号 . 在 周期 情形 , o 是 恒 同 映射 由 构造 ( 见 3.11 节 )， 
点 (ybo) 和 (cy,b + 2r) 对 应 于 同一 点 zx 

考虑 由 系统 轨 线 的 时 间 2r 移 位 (我 们 将 9 = 0 和 8 = 27 等 同 ) 定义 的 截面 
9 = 0 的 微分 同 胚 . 由 关于 参数 的 连续 依赖 性 , 对 小 的 y 这 个 映射 Cr - 接近 于 自治 
系统 (4.3.2) 的 时 间 2x 映射 (这 对 应 于 (4.3.3) 中 斑 = 0 和 b= 0). 因此 , 映射 有 形 
式 


y= f(y,00,4) = ey + foly, 00) + fi(y, Oo, 1), aie 
to 二 9(2 0 以) = 一 bo 十 wo + go(y, 0, 1)， ee 


其 中 右 端 对 bo 或 者 是 周期 的 或 者 是 反 周 期 的 , 且 wo = 2rQo. 此 外 , ( 见 (4.3.4)) 
fol0, 00) = 0， foy (0, 00) 0, 万 (y, Oo, 0) 0， 
go0(0,00) = 0, gi(y, 60,0) = 0. 


现在 我 们 验证 环 域 原理 的 条 件 ( 见 上 一 节 ). 这 时 我 们 不 考虑 b 为 角 变量 而 假 
设 bo € (-co,+oo). 显然 , 关于 不 变 曲 线 y = h(90) 存在 性 定理 4.2 的 结论 并 不 改变 . 

首先 , 我 们 必须 求 5, 使 得 长 条 lly|| < 5 映 为 自己 . 注意 由 (4.3.6), 对 任意 充分 小 
6, fh, 中 在 这 样 的 长 条 内 很 小 . 因此 , 在 y= 0, 从 (4.3.6), (4.3.7) 我 们 有 


lall < (es + a)llyll, 


其 中 < 可 以 取得 任意 小 , 只 要 5 很 小 . 由 假设 , 周期 轨 线 L:{y = 0} 是 稳定 的 , 即 矩 
阵 A 的 所 有 特征 值 严格 位 于 虚 轴 的 左边 ( 见 3.12 节 ), 因此 |le2"4|| < 1, 且 在 .= 0， 
对 任何 充分 小 5, 长 条 K : lyl| < 5 映 为 它 自己 . 由 连续 性 对 所 有 充分 小 的 y 这 同样 
成 立 . 
现在 , 我 们 必须 验证 在 K 中 不 等 式 (4.2.2), (4.2.4), (4.2.5) 和 (4.2.47) (对 gq =7) 
成 立 ， 由 于 这 些 是 严格 的 不 等 式 , 且 我 们 考虑 的 是 小 上 4 和 小 5 的 情形 , 故 只 需 在 
= 0,4 = 0 验证 这 些 条 件 就 够 了 . 我 们 有 


一 上 
公 -lewl<l ( 识 )”_=， = 
Oy y=0,4#=0 


O00 -0.0 | 
故 定理 4.2 和 定理 4.5 的 条 件 立 刻 得 到 满足 . 
因此 , 对 所 有 充分 小 的 几 我们 建立 了 唯一 吸引 的 Cr -光滑 不 变 曲 线 y = h(9o, 1) 
的 存在 性 . 现在 go e (一 00, 十 oo0). 由 于 (4.3.6) 右 端 是 ( 反 ) 周期 的 , 得 知 y = oh(0o 十 
27,4) 也 是 这 个 映射 的 不 变 曲 线 . 由 唯一 性 我 们 得 到 


oh(00 + 27, 4) = h(Oo, 1). (4.3.8) 


回忆 , 由 构造 , 点 (y,00) 和 (cy, bo + 2r) 必须 恒 同 , 因为 它们 在 原来 zx 坐标 系 下 对 应 
于 同一 点 . 因此 , 关系 式 (4.3.8) 显示 不 变 曲 线 y = h(b0,4) 同 胚 于 圆周 . 


(4.3.7) 


4.3 ”不 变 环 面 的 持久 性 定理 . 197 . 


我 们 已 经 求 得 系统 (4.3.1) 的 截面 9 = 0 (mod 2r) 的 时 间 27r 映射 的 稳定 不 变 
圆周 . 从 此 圆周 出 发 的 轨 线 的 并 是 二 维稳 定 不 变 环 面 . 证 明 完 毕 . 


注 ”容易 验证 我 们 的 证 明 不 用 改变 就 可 应 用 于 (4.3.1) 中 的 函数 ptz,b, 由) 仅 连 
续 依 赖 于 9 的 情形 . 在 这 情形 不 变 环 面 与 任何 截面 9 = 常数 的 交 是 Cr - 光滑 的 . 

用 同样 的 方法 , 可 以 考虑 自治 系统 (4.3.2) 具有 任意 结构 稳定 周期 轨道 的 一 般 情 
形 , 这 种 周期 轨道 有 m 个 乘 子 在 单位 圆 内 , 有 n 个 乘 子 在 单位 圆 外 . 系统 (4.3.1) 在 
民 附近 写 为 法 坐标 形式 (4.3.3), 其 中 和 矩阵 A 现在 有 m 个 特征 值 严 格 位 于 虚 轴 的 左 
边 , n 个 特征 值 严格 位 于 虚 轴 的 右边 . 设 y = (w,v), 其 中 ue Rm 是 在 A 的 稳定 特 
征 空间 上 的 投影 , ve R" 是 在 A 的 不 稳定 特征 空间 上 的 投影 . 在 /= 0 系统 写 为 


U= Autou,v), v= A +o(u,v), 


to = fo + O(u,v), = 


其 中 As 的 谱 严格 位 于 虚 轴 的 左边 ，A* 的 谱 严 格 位 于 虚 轴 的 右边 ， 时 间 2r 映射 
{9= 0} 一 19=2r} 在 /=0 写 为 


加 
五 二 e2"™h 


五 一 e2r 人 Au + o(u,v), 


to = Oo + wo + O(u,v). 


对 小 的 u 和 w 容易 看 到 定理 4.4 中 的 条 件 对 这 个 映射 (我 们 应 该 在 (4.2.46) 中 
考虑 z = w 和 y = (v,90)) 以 及 这 个 映射 的 道上 映射 (这 时 在 (4.2.46) 中 应 该 令 = = 
和 y = (w,90)) 都 成 立 . 由 连续 性 , 对 所 有 小 的 这 也 成 立 . 因此 , 对 所 有 小 的 y, 存 
在 两 个 不 变 光滑 流 形 : 流 形 Mz : wu = hx(v,90,p) ( 它 吸引 映射 的 所 有 向 前 迭代 ) 和 
排斥 流 形 Ms : v = 各 (wbo,j) ( 它 吸 引 映射 的 所 有 向 后 兴 代 ) 对 映射 的 所 有 向 前 先 
代 和 向 后 迭代 , 都 停留 在 工 小 邻 域内 的 轨 线 属于 不 变 圆 周 已 = MY 门 Ms. 由 构造 ， 
Ms 中 任何 点 的 w - 极限 集 和 Me 中 任何 点 的 a - 极限 集 都 属于 L,. 从 截面 上 的 
映射 回 到 原来 的 系统 我 们 得 到 下 面 的 结果 . 


定理 4.7 “如果 自治 系统 (4.3.2) 的 周期 轨道 L 是 具有 m 个 乘 子 在 单位 圆 内 ， 
n 个 乘 子 在 单位 圆 外 的 鞍点 , 则 对 所 有 充分 小 的 jy, 系统 (4.3.1) 有 Cr - 光滑 的 鞍点 
的 二 维 不 变 环 面 , 这 些 不 变 环 面具 有 (m 二 2) 维稳 定 和 (n + 2) 维 不 稳定 不 变 流 形 . 


定理 4.4 中 的 不 变 流 形 的 存在 性 由 Banach 压缩 映射 原理 得 到 . 因此 得 知 不 变 
圆周 L,, 连续 依赖 于 .3 在 y=0 它 由 方程 y=0 给 出 , 因此 L, 上 的 微分 同 胚 有 形 
式 ( 见 (4.3.6)): 

G0=00+wot+g(00,u) mod 27， 
3 当 右 端 关于 yy 光滑 时 , 不 变 曲线 也 光滑 依赖 于 / 证 明 只 需 指出 定理 4.4 的 y 坐标 系 中 包含 


必 ， 
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其 中 g*(bo,w) = go(h(00,p),90,4) 在 y ==0 为 零 . 
我 们 看 到 , 结构 稳定 周期 轨 线 邻 域内 的 非 自 治 扰动 的 研究 化 为 圆周 的 微分 同 胚 
的 研究 . 我 们 在 下 一 节 将 评论 这 类 微分 同 胚 的 理论 . 
现在 考虑 系统 族 
T= X(T)+p(z,0, 4), 
(4.3.9) 
b=0, 
其 中 9 = (91,… ,9k) 是 维 的 , 对 每 个 9;, p 是 Cr - 光滑 的 2r - 周期 函数 , 向 量 
0 = (Q1,… ,Qk) 包含 线性 无 关 的 频率 . 
假设 在 jy = 0 自治 系统 
= X(z) (4.3.10) 


有 结构 稳定 平衡 态 0. 在 点 O 附近 , 将 鹤 面 9 = 0 mod 2r 映 为 它 自身 的 Poincaré 
映射 写 为 


元 一 e2r47 十 ofz) 十 ….， 


0; = 0; + wi (mod 27) (j=1,.…,k— 1), 


其 中 wy 一 27 型 . 短 阵 A 是 (4.3.10) 在 O 的 线性 化 矩阵 . 省 略 号 表示 在 /= 0 为 零 
的 项 . 

应 用 环 域 原理 我 们 可 以 证 明 , 对 所 有 充分 小 的 几 系统 (4.3.9) 有 接近 于 z = 0 
的 上 维 不 变 环 面 T*. 显然 , 环 面 的 稳定 性 由 自治 系统 (4.3.10) 平衡 态 的 稳定 性 确定 . 

环 面 有 形式 x = h(9, 1) (其 中 在 j= 0 有 hh = 0). 因此 环 面 上 的 运动 由 (4.3.9) 
的 第 二 个 方程 单独 刻画 ， 且 表 示 为 具有 频率 基 Q 的 拟 周 期 运动 . 

现在 我 们 假设 系统 (4.3.10) 有 以 二 为 周期 的 结构 稳定 周期 轨道 L， 这 时 , 在 
/一 0 系统 (4.3.9) 具有 (十 1) 维 不 变 环 休 T511 = 工 x T*. 如 果 频 率 Q0,Q1,… ,Qk 
组 成 基 , 这 个 环 面 是 极 小 集 . 否则 , 环 面 叶 化 为 上 维 环 面 族 . 

类 似 于 定理 4.6, 在 环 面 Ti+1 附近 沿 着 轨 线 可 以 构造 将 截面 pk = 0 (mod 27) 
映 为 它 自身 的 Poincaré 映射 . 应 用 环 域 原理 , 可 以 证 明 对 所 有 充分 小 的 几 这 个 映射 
具有 Cr - 光滑 不 变 环 面 Tt. 因此 系统 (4.3.9) 具有 (k 十 1) 维 Cr - 光滑 的 不 变 环 面 
Tkt1. 


在 Tt 上 这 个 映射 有 形式 
po = 00+wot+g*(00,... ,Ok-1, 1), 


01 = 0 十 1， 
(4.3.11) 


Ok_1 = Ok-1 + Wk-1, 


4.4 圆周 微分 同 胚 的 基本 理论 . 同步 化 问题 * 199 ， 


其 中 每 一 个 方程 按 模 2r 取 , 上 且 wj = ar (7 = 0,. —1). 
假设 存在 另外 的 小 参数 a, 使 得 (4. . 11) et 
名 三 bg 十 wo 十 外 (go + gt(00,01,.* ,Ok1, HQ), mod 2n, (4.3.12) 
其 中 在 a =0 有 gi = 0. 由 假设 在 a = 0, (4.3.12) 是 圆周 的 微分 同 胚 
0=00+wo+g(0,4) (mod 27). (4.3.13) 


我 们 假设 存在 区 间 jy.€ [ji,p2], 其 中 (4.3.13) 只 有 结构 稳定 的 周期 点 ( 见 4.4 
节 ). 于 是 应 用 环 域 原理 , 对 所 有 充分 小 a 我们 也 可 以 证 明 (4.3.13) 的 每 条 稳定 周期 
罗 线 对 应 于 微分 同 胚 (4.3.11) 的 稳定 (x - 1) 维 环 面 . 

现在 我 们 将 (4.3.9) 写 为 具有 频率 基 (91,… , 9;) 的 非 自 治 拟 周 期 系统 


£ = X(T) + p(T, Di ,Qt,p). 


如 我 们 已 经 看 到 的 , 对 所 有 小 的 几 系统 (4.3.10) 的 稳定 平衡 态 在 这 里 对 应 于 具有 相 
同 频率 基 的 稳定 拟 周期 解 . (4.3.10) 的 稳定 周期 轨道 L 对 应 于 R" x R* 中 的 稳定 拟 
周期 “管子”, 它 同 胚 4 于 无 限 的 (k++ 1) 维 柱 面 . 

如 果 函 数 p 表示 为 


plz, Ait, , Nt, H) = po(z, Net, 4) + p1(z, Vit, ,Nyt, kh, 0), 
其 中 pi 在 a = 0 为 零 , 旦 对 映射 (4.3.13) 我 们 的 假设 成 立 , 于 是 在 这 个 管子 上 存在 
具有 相同 频率 基 (9Q1,… , Q%) 的 稳定 拟 周 期 解 . 但 是 一 般 我 们 不 能 排除 轨 线 在 管子 
上 的 结构 具有 不 大 平凡 的 情形 . 
4.4 圆周 微分 同 胚 的 基本 理论 . 同步 化 问题 


可 定向 的 圆周 微分 同 胚 写 为 形式 


G6=0+g(0) (mod 27), (4.4.1) 
其 中 g(9) 对 9 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 . 方程 (4.4.1) 可 重 写 为 形式 
06=0+7r+g0(0) (mod 27), (4.4.2) 


其 中 go(9) 是 中 值 为 零 的 周期 函数 . 
当 go(9) = 0 时 的 情况 比较 简单 . 在 这 种 情形 下 


0=0+7T (mod 27), (4.4.3) 
4 也 可 以 是 等 射 . 等 射 是 一 致 连续 的 同 胚 . 
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因此 微分 同 胚 是 一 个 旋转 , 旋转 角度 为 +， 容易 看 到 如 果 r 与 2r 可 公 度 , 即 r = 
27p/g, 则 在 圆周 上 的 所 有 点 都 是 以 g 为 周期 的 周期 点 . 当 r 与 27 不 可 公 度 时 没有 
周期 点 , 圆周 上 任何 点 的 轨 线 在 St 上 处 处 稠密 . 后 一 个 情形 中 圆周 是 极 小 集 . 
在 一 般 情形 , 关于 (4.4.1) 的 动力 学 问题 由 Poincaré -Denjoy 理论 回答 . 
我 们 可 以 不 将 (4.4.1) 考虑 为 圆周 映射 而 考虑 为 映射 RI - R1, 这 时 这 个 映射 称 
为 提升 , R! 称 为 Si 的 覆 迁 . 设 {bj}%。 是 初始 点 0o 的 正 半 轨 线 . Poincaré 证 明 存 在 
极限 


w= lim 一 和 
J 一 oo 27r7 


这 个 极限 w 不 依赖 于 初始 点 go 的 选择 . w 值 称 为 Poincaré 旋转 数 . 

定理 4.8 。 (Poincaré) ”如 果 旋 转 数 w 为 有 理 数 , 则 非 游 荡 点 集 是 由 周期 点 组 
成 , 它们 都 具有 同一 周期 . 如 果 w 是 无 理 数 , 则 非 游 荡 点 集 不 含 周期 点 . 

我 们 指出 , Poincaré 是 在 (4.4.1) 是 同 胚 时 证 明 这 个 命题 的 . 

接 下 来 的 问题 是 考虑 当 旋 转 数 是 无 理 数 时 非 游荡 集 的 结构 . 

定理 4.9 (Poincaré) 设 (4.4.1) 是 具有 无 理 数 旋转 数 的 同 胚 . 则 (4.4.1) 的 极 
小 集 可 以 是 SL, 也 可 以 是 有 限 个 或 无 穷 多 个 极 小 集 的 并 , 它们 的 结构 类 似 于 Cantor 
不 连续 统 . 

定理 4.10 (Denjoy)5 如 果 (4.4.1) 是 Cr(r > 2) - 光滑 微分 同 胚 且 旋 转 数 是 
无 理 数 , 则 (4.4.1) 拓扑 共 力 于 映射 

06=0+w (mod 27). (4.4.4) 


由 Denjoy 定理 得 知 , 在 这 种 情形 下 整个 圆周 是 极 小 集 . 当 (4.4.1) 仅 是 Cl - 光 
滑 时 , Denjoy 构造 了 一 个 例子 , 其 中 非 游 功 集 是 结构 类 似 于 Cantor 不 连续 统 的 极 小 
集 . 这 就 是 我 们 为 什么 早先 给 出 特别 注意 , 必须 证 明 不 变 曲线 至 少 要 有 C2 - 光滑 性 
的 原因 . 

接 下 来 考虑 连续 依赖 于 参数 j 的 单 参数 微分 同 胚 族 

G6=0+g(0,4) (mod 27). (4.4.5) 
显然 对 每 一 个 j 旋转 数 w(j) 有 定义 . 

定理 4.11 旋转 数 w(j) 是 参数 / 的 连续 函数 . 

Poincaré 以 及 后 来 的 Krylov 和 Bogolyubov 当然 知道 这 个 结果 , 其 证 明 被 Maier 
用 明显 的 形式 给 出 . 关于 这 一 点 , 我 们 必须 指出 下 面 由 Hermann [34 得 到 的 结果 : 如 
果 族 光滑 依赖 于 y, 且 如 果 对 所 有 9 e S1 以 及 对 某 区 间 A 内 的 有 

gu(0, 14) > 0， 
5 Denjoy 在 g'(9) 是 有 界 变 差 的 条 件 下 证 明 这 个 命题 . 当 g(9) e C? 时 这 也 成 立 . 


? 
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则 w(j) 是 每 个 je A 的 严格 单调 函数 , 对 这 些 jy, w(p) 是 无 理 数 . 
我 们 以 B 记 形 如 (4.4.5) 的 所 有 微分 同 胚 的 空间 , 并 引入 任何 两 个 这 样 的 同 胚 
之 间 的 距离 如 下 . 设 也 是 


0=0+g(0,n) (mod 27), 


以 及 了 是 
0=0+g2(0,u) (mod 27). 


则 
dist(T1, T2) = max {|91(0) 一 92(9)| 十 |91(9) 一 92(8)|} 


定理 4.12 (Maier) 周期 点 是 结构 稳定 的 微分 同 胚 在 B 中 处 处 稠密 . 


由 这 个 定理 得 知 , B 中 具有 无 理 Poincaré 旋转 数 的 微分 同 胚 的 任何 邻 域内 包含 
有 具有 有 理 旋转 数 的 微分 同 胚 . 另 一 方面 , 如 果 微 分 同 有 (4.4.1) 具有 结构 稳定 的 周 
期 轨 线 , 则 它 在 原 系统 的 充分 小 光滑 扰动 下 得 到 保持 . 由 此 得 知 , 邻近 的 微分 同 胚 有 
相同 的 旋转 数 . 因此 , 在 单 参数 微分 同 胚 族 的 情形 , 存在 极 大 区 间 [1- ,+], 使 得 对 
这 个 区 间 内 的 值 , 函数 w(A) 取 有 理 数 常数 值 . 

在 条 件 (4.4.6) 下 de Melo 和 Pugh [46] 以 及 Hermann 的 结果 显示 , 对 1- 右边 
和 jy+ 左边 的 py 值 , w(4) 是 的 单调 函数 . 

也 应 该 指出 , 对 每 一 个 典型 的 圆周 微分 同 胚 族 (这 里 没有 指定 确切 的 意义 ), 在 
w(p) 的 单调 区 间 内 的 每 一 个 y, 有 理 旋转 数 p/g 的 原 像 是 区 间 [pz,,, pt,], 其 中 


常 叫 “魔鬼 楼 梯 ”. 


当 w(y) 是 单调 函数 时 如 图 4.4.1 所 示 . 这 个 函数 在 区 间 上 的 有 理 点 处 取 常 数 . 
w 的 无 理 数值 的 原 像 可 构成 具有 非 零 Lebesgue 测度 的 无 处 稠密 集 . 


[4 


图 4.4.1 “魔鬼 楼 梯 ?" 略 图 . 
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我 们 早先 指出 过 大 多 数 同步 化 问题 的 目的 是 探测 参数 空间 中 存在 稳定 周期 振动 
的 区 域 . 我 们 现在 可 以 看 到 , 一 般 存 在 这 样 的 同步 化 区 域 的 可 数 集 . 但 这 并 不 能 得 知 
它们 都 可 被 观察 到 . 如 果 所 考虑 的 问题 允许 拟 线性 模拟 , 这 个 事实 是 大 家 熟知 的 . 例 
如 ， 在 小 的 周期 外 力作 用 下 的 正弦 类 van der Pol 发 生 器 的 情形 ， 相应 的 模型 由 方程 


艺 十 sc(z2 — 1)i+wir= Asin wt 


描述 , 其 中 0 < jy < 1. 仔细 分 析 显示 只 有 (1:1); (1:2); (1:3); (2:3) 四 类 共振 容易 观 
察 到 . 利用 平均 法 可 以 证 明 其 它 的 同步 化 区 间 具 有 e-1Wr 阶 大 小 . 可 观察 共振 的 比 
率 在 强 非 线性 系统 中 可 以 是 不 同 的 . 在 攻占 湛 流 问题 研究 的 数值 实验 中 已 证 明了 这 
个 事实 . 

因此 , 只 有 有 限 个 明显 的 同步 化 区 域 可 被 观察 到 (我 们 不 讨论 实验 观察 到 的 孔 
隙 ). 那里 通常 被 解释 为 二 维 环 面 的 存在 性 区 域 , 或 者 与 调制 和 脉动 有 关 的 区 域 . 用 动 
力 系统 理论 的 语言 , 调制 装置 可 翻译 为 其 上 有 非 周 期 轨 线 的 稳定 环 面 , 或 者 具有 相 
当 长 周期 6 的 稳定 周期 轨 线 的 稳定 环 面 . 我 们 还 要 注意 , 环 面 上 具有 非 周期 轨 线 性 态 
的 系统 一 般 在 参数 空间 并 不 形成 区 域 . 

在 这 里 我 们 碰 上 了 同步 化 问题 的 数学 解释 , 它 本 质 上 不 同 于 在 非 线性 动力 学 中 
被 广泛 应 用 的 解释 .理由 是 我 们 传统 定性 分 析 中 所 用 的 无 理 数 概 念 是 纯 数学 抽 像 . 
概括 地 说 , 上 面 的 观察 不 是 仅 有 的 例子 , 其 中 基于 无 理 数 概念 的 数学 理想 化 问题 并 
不 与 任何 经 验 意义 或 者 计算 机 实验 下 的 普通 意义 相 一 致 .7 


6 Bogolubov 和 Mitropolskii 建议 这 两 个 情况 都 作为 对 多 重 频率 机 制 的 描述 . 
7 在 拟 周期 外 力作 用 下 , 自治 系统 的 数值 研究 会 出 现 类 似 的 情况 , 其 中 无 关 频 率 基 的 概念 起 着 
基本 作用 . 
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许多 物理 系统 可 以 用 ODE 系统 实际 地 模拟 . 通常 这 些 模 型 依赖 于 有 限 个 控制 
参数 . 当 参 数 变化 时 我 们 不 仅 可 以 解释 由 模型 展示 的 已 知性 态 , 还 可 预知 新 的 现象. 
在 大 多 数 情形 下 , 对 模型 的 叙述 和 真实 现象 之 间 的 比较 , 要 求 两 者 的 定性 和 定量 (有 
充分 接近 的 ) 对 应 . 在 高 维 情形 , 尽管 对 某 些 特殊 情形 存在 很 好 的 方法 , 但 我 们 还 是 
会 遇 到 数学 和 数值 上 的 某 些 困 难 . 
考虑 动力 系统 族 
z=X(r,W), (5.0.1) 


其 中 ze" = (jn1,… ,1p), 六 在 某 区 域 D x UV 内 有 定义 , 且 关 于 它 的 所 有 变量 
是 Cr - 光滑 函数 , 其 中 D C R", UVC R?. 这 里 z 是 相 变量 向 量 , y 是 参数 向 量 . 假 
设 (5.0.1) 在 j= yo 有 指数 式 稳定 平衡 态 Oo(z = zo). 由 此 得 知 相应 的 线性 化 系统 


é€ = Aoé 


的 特征 方程 

det |Ao — AT|=0 
的 根 位 于 虚 轴 的 左边 , 其 中 
An = OX (xo, 4°) 

ys Dr 

由 于 det 1ho| 关 0, 由 隐 函 数 定理 存在 小 的 5 > 0, 使 得 对 | 一 yo| < 6, 系统 (5.0.1) 有 
接近 于 Oo 的 平衡 态 O,(z = z(p)). 此 外 , 对 所 有 满足 | 一 yo| < 50 < 6 的 小 jp, Oj 
也 是 稳定 的 , 因为 特征 方程 


det |A(4) — AT|=0 
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的 根 是 j 的 连续 函数 , 其 中 


4 后 = (eb). 


任意 选择 满足 条 件 JUa -jo| < 50 的 j1. 重复 上 面 的 理由 , 我 们 可 以 找到 新 邻 域 |4— 
/| < 651, 其 中 (5.0.1) 有 稳定 的 平衡 态 O,, 等 等 . 因此, 我 们 可 以 在 参数 空间 中 构造 
极 大 开 集 G, 称 它 为 0,, 的 稳定 性 区 域 . 构造 稳定 性 区 域 的 过 程 类 似 于 用 Weierstrass 
方法 构造 解析 函数 的 Riemann 曲面 . 稳定 性 区 域 可 能 具有 分 枝 结构 . 

稳定 性 区 域 G 的 边界 了 对 应 于 这 样 的 情形 , 其 中 平衡 态 0,, 的 某 些 特征 指数 ， 
例如 , 和 1,… ,Am 位 于 虚 轴 上 , 其 余 特征 值 和 ,41,… ,和 仍 停留 在 开 的 左 半 平 面 . 因 
此 , 对 在 边界 T 上 某 个 固定 的 参数 值 , 分 支 平 衡 态 附 近 的 系统 取 形 式 


y= Ay+ f(r,y), 


Z = Bzr+ yg(r,y), 


(5.0.2) 


其 中 ze R™m,y ER"-™m, 谱 4 = {Am+1,… ,和 Mn} 满足 Re Xj <0 (j= m+1,.…,n), 
谱 B= 人 1,… ,A 和 m} 满足 Re 和 ;==0(i=1…,m), 以 及 f 和 9g 是 C" -光滑 函数 ， 
它们 和 它们 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 

现在 为 了 描述 在 O,, 附近 轨 线 如 何 变化 , 我 们 不 能 只 依赖 于 线性 化 系统 的 分 析 ， 
还 必须 考虑 非 线性 系统 . 这 种 情形 被 Lyapunov 称 为 临界 情形 , 他 推导 了 临界 情形 平 
衡 态 的 几 个 稳定 性 条 件 . 

研究 临界 情形 的 近代 方法 不 仅 限于 稳定 性 问题 . 也 包括 寻找 平衡 态 失 去 稳定 性 
的 原因 以 及 离开 稳定 性 边界 工 会 发 生 什么 . 为 了 回答 这 些 问题 , 考虑 的 系统 必须 依 
赖 于 某 个 参数 j: 


y = Ay 中 f(s, 2 1)， 
(5.0.3) 
t= Br+ g(r,y,k), 


其 中 y 取 某 临界 参数 值 jy* 附近 的 值 (下 面 我 们 将 假设 y* = 0). 所 有 上 面 的 问题 组 


成 局 部 分 支 理 论 的 主要 内 容 . 这 个 理论 的 基本 结果 是 由 Pliss [52] 和 Kelley [37] 创立 
的 中 心 流 形 定理 . 
定理 5.1 (关于 中 心 流 形 ) ” 设 (5.0.3) 中 的 f,g € Cr, 其 中 1 < r < coco. 则 存在 
平衡 态 O 的 邻 域 U, 使 得 对 所 有 充分 小 的 上 UV 内 含有 Cr - 光滑 ! 不 变 中 心 流 形 
Woe: 
y= V(r, 1), (5.0.4) 
1 我 们 注意 , 如 果 六 ge Cc, 则 在 平衡 态 O 的 充分 小 邻 域 0 内 的 中 心 流 形 WS 的 光滑 性 可 以 


任意 大 . 但 是 如 果 要 求 WC 具有 更 高 的 光滑 性 则 邻 域 UV 就 会 更 小 , 原则 上 , 原来 族 即 使 具有 无 穷 
次 光滑 , Cw 中 心 流 形 也 可 以 不 存在 . 
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其 中 
-0 02100- 
w»(0,0) = 0， Br (0,0) = 0. 


对 所 有 时 间 都 位 于 V 中 的 所 有 轨 线 属于 这 个 流 形 . 
中 心 流 形 的 存在 性 允许 将 与 临界 情形 有 关 的 问题 化 为 对 m 维系 统 


之 = Br+ g(r,y(z, 4), 4) (5.0.5) 


的 研究 . 它 的 维 数 等 于 在 临界 情形 时 特征 指数 在 虚 轴 上 的 个 数 ， 而 不 管 原来 系统 的 
维 数 (dim = n), 它 可 以 无 限 地 大 . 由 于 标准 的 理论 主要 是 研究 对 应 于 m = 1,2,3 或 
m 二 4 的 分 支 , 将 任意 高 维系 统 (5.0.5) 化 为 低 维 系统 (5.1.3) 有 着 很 大 的 好 处 . 

我 们 再 次 强调 , 中 心 不 变 流 形 只 具有 有 限 次 光滑 性 , 因此 即使 原来 的 系统 是 解 
析 系 统 , 相应 的 简化 系统 也 可 能 会 失去 解析 结构 . 从 而 , 关于 解析 低 维系 统 的 精细 结 
果 不 能 直接 应 用 于 研究 临界 情形 . 中 心 流 形 的 非 唯一 性 也 必须 作为 可 能 的 复杂 因素 
而 被 注意 . 

中 心 流 形 理论 的 逻辑 体系 在 5.1 节 中 讨论 (证 明 在 5.4 节 中 氢 述 ). 我 们 的 研究 
也 包含 其 它 的 几何 对 象 一 一 强 稳定 不 变 叶 层 , 它 的 存在 性 允许 将 系统 (用 Cr-1 变 
量变 换 ) 局 部 地 化 为 最 简单 以 及 最 适当 的 三 角形 式 


y = (A+F(z,y,4))y, 
t= Bzr+ G(r,W), 


(5.0.6) 


其 中 G(z, 1) = g(z, (7z;4), 4), FE Cr"-1, (0,0,0) = 0. 这 意味 着 “临界 ”变量 z. 在 
结构 不 稳定 平衡 点 的 小 邻 域内 的 性 态 与 其 它 变 量 无 关 , 但 在 中 心 流 形 上 重复 其 性 态 . 
y 变量 为 指数 压缩 (由 于 4 的 谱 严 格 位 于 虚 轴 的 左边 . 比较 2.6 节 ). 

在 一 般 情 形 下 ， 即 我 们 考虑 的 平衡 态 有 某 些 特征 指数 位 于 虚 轴 的 右边 ,这 时 类 
似 的 中 心 流 形 定 理 也 成 立 . 因此 在 这 种 情形 , 局 部 分 支 的 定性 研究 也 可 以 化 为 低 维 
系统 . 但 是 要 注意 , 在 一 般 情形 下 把 整个 系统 光滑 化 为 三 角形 式 (5.0.6) 并 不 总 是 可 
能 的 (如 果 对 应 的 坐标 变换 仅 为 C0). 

用 同样 方法 可 研究 在 周期 轨 线 存在 性 边界 上 解 的 性 态 , 但 有 一 个 重要 的 限制 . 对 
周期 轨 线 , 与 平衡 态 的 情形 不 同 , 稳定 性 边界 或 存在 性 边界 可 能 是 不 同类 型 的 边界 ， 
即 : 

1. 当 参 数 在 边界 上 时 存在 分 支 周 期 轨 线 . 

2. 在 边界 上 不 存在 分 支 周 期 轨 线 . 

第 二 类 边界 在 平衡 态 情 形 不 存在 , 但 是 大 家 知道 , 当 接 近 分 支边 界 时 周期 轨 线 可 
以 消失 : 它 坟 缩 为 平衡 态 , 或 者 合并 成 为 同 宿 回路 , 或 者 通过 更 复杂 的 结构 经 
历 “ 蓝 天 突变 ”. 我 们 在 本 书 的 第 一 卷 不 讨论 第 二 类 边界 . 
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一 旦 我 们 限于 第 一 类 情形 , 可 以 通过 临界 周期 轨 线 构造 一 个 截面 (由 假设 它 现 
在 存在 ), 并 着 手 对 接近 于 分 支 不 动 点 的 相应 Poincar 映射 的 轨 线 性 态 进行 研究 . 然 
后 如 同 平衡 态 的 情形 可 应 用 中 心 流 形 定理 . 

我 们 在 这 一 章 令 述 的 中 心 流 形 定理 的 证 明 , 如 同 在 2.8 节 中 对 鞍点 平衡 态 的 稳 
定 和 不 稳定 流 形 的 存在 性 和 光滑 性 的 证 明 , 是 基于 某 些 边 值 问题 的 研究 (5.2 节 和 5.3 
节 ). 我 们 将 发 展 一 个 对 平衡 态 和 周期 轨 线 的 统一 方法 . 此 外 , 我 们 的 证 明 也 将 包括 
整个 这 本 书 中 所 有 的 其 它 局 部 不 变 流 形 定理 以 及 不 变 叶 层 定理 . 

注意 , 除了 不 变 流 形 定理 的 动力 学 应 用 , 也 可 间接 地 应 用 这 些 结果 , 例如 将 鞍点 
附近 的 系统 化 为 特殊 形式 . 为 此 我 们 必须 选择 鞍点 的 强 稳定 和 不 稳定 流 形 . 这 些 内 
容 将 在 附录 A 中 详细 讨论 . 


5.1 简化 到 中 心 流 形 


在 结构 不 稳定 平衡 态 O 的 小 邻 域内 考虑 n 维 微分 方程 系统 . 特别 地 , 我 们 考虑 
O 的 某 些 特征 指数 位 于 虚 轴 上 , 其 余 的 特征 指数 有 负 实 部 的 情形 : 
Re MM=...=Re Mm =0, Re MI<0… Re Mn <0. 
系统 在 O 附近 可 以 写 为 形式 
y= 4y 十 jz,y)， eh 
£ = Bz + g(r,y), 
其 中 ze R", yeR""m, 谱 4= {Amiy… nj 谱 巨 ={NM ,Mn 和 9 是 
Cr - 光滑 函数 且 连 同 它们 的 一 阶 导 数 在 原点 都 为 零 . 
我 们 考虑 包括 这 一 系统 的 依赖 于 某 个 参数 集 jy = (yw,… ,如 ) 的 系统 族 


y= 47 十 f(z, 2 4), (5.1.2) 


t= Br+ g(r,y, py). 

定理 5.2 ”对 每 个 小 的 y, 系统 (5.1.2) 有 m 维 Cr - 光滑 的 局 部 不 变 中 心 流 形 
Wc, : y = (Zz,4) (其 中 函数 少 以 及 它 关 于 rz 的 所 有 导数 连续 依赖 于 由, 当 j=0 
时 它 在 O 处 切 于 > - 空间 (w(0,0) = 0, 弛 (0,0) = 0). 系统 中 /和 g 以 及 它们 关于 
(z,y) 的 所 有 导数 连续 依赖 于 ,县 f(0,0,0) = 0, g(0,0,0) = 0, (fg)t (0,0,0) = 0. 
对 每 一 个 几 中 心 流 形 包含 对 所 有 时 间 都 位 于 O 的 小 邻 域内 的 所 有 轨 线 . 

这 个 定理 的 证 明 在 5.4 节 给 出 . 注意 , 系统 (5.1.2) 的 右 端 光滑 依赖 于 时 , 中 心 
流 形 也 光滑 依赖 于 jy. 特别 地 , 如 果 函 数 f 和 9 关于 (z,y,4) 为 Cr, 则 函数 水 ( 它 的 
图 y= vw(z,p) 是 WS.) 关于 (zx,p) 可 取 为 C". 如 果 我 们 形式 地 加 方程 


p=0 
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到 系统 (5.1.2) 中 , 则 这 个 光滑 性 结果 可 从 定理 5.2 得 知 , 如 果 现 在 我 们 将 偶 (zx, 站 
视 为 新 变量 x, 则 这 个 扩展 系统 的 形式 类 似 于 没有 参数 的 系统 (5.1.1)， 这 意味 着 我 
们 可 以 应 用 的 中 心 流 形 定理 , 现在 给 出 的 中 心 流 形 是 Cr - 光滑 依赖 于 新 变量 z, 即 
关于 (z,y) 是 C". 这 个 技巧 通常 允许 我 们 排除 系统 关于 4 的 任何 依赖 性 . 因此 , 我 
们 将 略 去 对 的 依赖 性 , 这 不 是 本 质 的 . 

还 应 该 注意 考虑 WC 的 光滑 性 , 就 是 , 即使 系统 是 C~, 中 心 流 形 也 未 必 是 C%. 
当然 , 如 果 原 系统 是 CX， 则 它 是 Cr 的 , > 为 任意 有 限 数 . 因此 , 在 这 种 情形 下 我 们 
可 以 对 任何 给 定 的 x, 应 用 中 心 流 形 定理 得 到 : 


如 果 原 系统 是 C", 则 对 任何 有 限 数 > , 存在 原点 邻 域 V，, 其 中 WiC. 是 Cr. 


oc 


但 是 , 原则 上 , 当 r 一 +oo 时 这 些 邻 域 可 以 收缩 到 零 . 为 看 到 这 一 点 , 我 们 注 
意 , 当 参 数 / 变化 时 平衡 态 O 可 保持 , 但 O 的 在 /= 0 时 位 于 虚 轴 上 的 特征 指数 在 
上 了 关 0 时 可 能 离开 虚 轴 , 比如 说 移 向 虚 轴 左边 . 这 些 指 数 可 能 对 应 于 相应 线性 化 系统 
的 主 特征 值 . 因此 , 对 非 零 p, 中 心 流 形 可 与 某 主 流 形 重合 , 而 这 个 主流 形 一 般 只 有 
有 限 光 滑 性 ( 见 第 2 章 ). 

在 /= 0, 可 给 出 下 面 Ce -光滑 性 的 充分 条 件 . 


如 果 C” - 光滑 系统 的 中 心 流 形 WC 上 的 每 一 条 轨 线 在 /=0 当 上 一 +co 或 
t 一 一 00 时 趋 于 平衡 态 O, 则 中 心 流 形 具 有 Cs - 光滑 性 . 


为 证 明 这 个 结果 , 选择 点 P e WC, 而 令 V 是 WC 的 包含 已 的 小 片 . 由 命题 ， 
对 任 给 7, 我 们 可 以 取 V 充分 小 , 使 得 沿 着 系统 的 轨 线 V 的 时 间 上 - 移 位 Vi 对 某 有 
限 ;位 于 UU 内 . 由 于 中 心 流 形 是 不 变 的 , 得 知 Vi 仍 是 中 心 流 形 的 子 集 . 因此 , Vi 是 
Cr - 光滑 的 , 因为 由 邻 域 UV. 的 定义 , 它 位 于 Ui 内 . 现在 注意 原来 的 V 是 WW 的 时 
间 (-t) 移 位 . 通过 Cs - 系统 轨 线 的 移 位 是 Cx - 映射 . 因此 , V 是 Cr - 曲面 . 综 
上 所 述 , 我 们 得 到 , 对 任何 点 P e WC. 和 任何 有 限 数 +, 存在 P 的 邻 域 , 其 中 WiC. 
是 Cr 的 , 这 意味 着 WC 的 Ce - 光滑 性 . 

如 我 们 早先 指出 的 , 中 心 流 形 定理 的 主要 应 用 是 研究 结构 不 稳定 平衡 点 O 的 局 
部 分 支 ( 即 研究 对 所 有 时 间 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 的 轨 线 集 , 以 及 这 个 集合 关于 凡 
的 依赖 性 ) 时 可 以 把 系统 限制 在 中 心 流 形 Wo 上 : 


t= Bz + g(z, VP(7)). (5.1.3) 


这 里 有 点 不 明确 , 因为 中 心 流 形 不 由 系统 唯一 确定 . 因此 我 们 将 系统 化 到 中 心 
流 形 上 的 概念 要 求 作 某 些 逻辑 分 析 . 

设 N 是 对 所 有 时 间 (从 -oo 到 +eo) 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 的 所 有 轨 线 的 集 
合 .? 假设 存在 两 个 不 同 的 中 心 流 形 WG: :y = wi(z) 和 WS :y= wo(z). 由 中 心 流 


loc 


2 不 像 稳定 平衡 点 的 情形 ,那里 N = {O}, 零 特征 指数 或 者 纯 虚 特征 指数 的 出 现 可 使 得 集 N 的 
结构 非常 不 平凡 . 
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形 定 理 得 知 , 这 两 个 流 形 必须 包含 集合 N, 即 


NC WO! NA Wo 


c loc: 


换 句 话说 , 如 果 对 某 个 小 z, 点 (x, 加 (z)) 的 轨 线 对 所 有 时 间 都 不 离开 O 的 小 邻 域 ， 
则 yz(z) = (x), 即 函 数 yw 对 所 有 对 应 于 N 中 点 的 z 是 唯一 确定 的 . 事实 上 , 下 面 
更 一 般 的 论述 成 立 . 

定理 5.3 ”如 果 对 任何 两 个 中 心 流 形 y = wi(z) 和 yy = wo(z), 在 每 个 zo, 使 得 
对 某 yo 有 (zo,yo) s N, 则 函数 加 和 wo 连同 它们 的 所 有 导数 重合 : 


k=0,-...,r7. 


I 二 x0 


应 用 这 个 定理 到 点 O (由 定义 它 属于 N), 我 们 得 到 下 面 的 结果 : 
确定 中 心 流 形 图 像 的 函数 % 的 所 有 导数 在 原点 是 唯一 确定 的 . 


这 意味 着 虽然 中 心 流 形 不 是 唯一 的 , 但 简化 系统 的 Taylor 展开 是 唯一 确定 的 . 
与 此 结果 相配 合 的 是 下 面 的 光滑 共 罗 定 理 . 


定理 5.4 (关于 光滑 共 氏 ) ”对 任何 两 个 局 部 中 心 流 形 WC: 和 WC:, 存在 变量 
z 的 C"-! - 变换 , 它 将 简化 系统 


t= Bzr+ g(r,wi(r)) 
的 轨 线 映 为 另 一 个 简化 系统 
LZ= Br+ g(r,Y2(7)) 


的 轨 线 ， 


这 个 定理 确立 了 同一 个 系统 在 不 同 中 心 流 形 上 的 动力 学 之 间 不 存在 本 质 的 区 别 . 
我 们 看 到 在 中 心 流 形 上 的 系统 是 得 到 充分 定义 的 对 象 . 这 个 简化 系统 的 Taylor 展开 
可 用 不 同方 法 计算 . 按照 (5.1.1) , 流 形 y = %(z) 的 不 变性 意味 着 


2 (Bz + glz, Yl2) = 4y(z) + f(z, Wlo). (5.1.4) 


将 其 中 的 函数 展开 成 z 的 形式 寡 级 数 ， 就 可 从 这 个 方程 (比较 2.7 节 ) 求 得 的 
Taylor 展开 的 所 有 系数 . 于 是 简化 系统 (5.1.3) 的 右 端 的 Taylor 展开 可 以 计算 . 

另 一 个 方法 基于 形式 规范 形 的 计算 . 回忆 ( 见 2.9 节 ) 计算 规范 形 的 步骤 所 给 出 
的 算法 , 是 构造 多 项 式 坐 标 变 换 以 消去 任 一 ODE 系统 右 端 在 平衡 点 附近 的 Taylor 
展开 中 直到 所 给 次 数 的 所 有 非 共振 单项 式 . 在 我 们 的 情形 (系统 (5.1.1)), 函数 f 中 
的 任何 单项 式 zt .…zkm 是 非 共 振 的 , 因为 共振 关系 和 ; = ki 和 i 十 … 十 kmAm 对 
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洒 >m 是 不 可 能 成 立 的 : 由 假设 Re 和 1 一 … :一 Re A 3 0， 但 是 Re 入 < 0 类 似 地 ， 
函数 9 中 的 任何 单项 式 是 非 共 振 的 , 如 果 它 包含 y 变量 . 因此 我 们 可 以 找到 多 项 式 
坐标 变换 将 系统 (5.1.1) 化 为 形式 


y= (A+F(z,y))y + olllz, yl|"), 
(5.1.5) 
$= Br+G(z)+o(llz, yl"), 
其 中 和 G 是 次 数 分 别 为 r-1) 和 7 的 某 多 项 式 , 且 F(0,0) = 0,G(0) = 0,G'(0) = 
0. 项 ol(||lz,yl|") 以 及 直到 > 阶 的 导数 在 原点 为 零 ， 当 系统 化 为 形式 (5.1.5) 时 , 从 
(5.1.4) 我 们 可 以 得 到 , 中 心 流 形 由 


y=0+o(llzll™) 


给 出 , 因此 
z= Br+ G(r) 


是 系统 在 WS. 上 的 7 阶 近似 . 
事实 上 , 我 们 观察 的 规范 形 包 含 在 下 面 的 约 化 定理 之 中 . 


定理 5.5 ( 约 化 定理 ) ”存在 Cr-1 - 光滑 坐标 变换 (在 原点 附近 Ci - 接近 于 恒 
同 ), 它 将 系统 (5.1.1) 化 为 形式 3 


y= (A+F(z,Y))y, 


{5.1.6) 
z= Bz G(r), 


其 中 Fe C”-1,G ec", 
F(0,0)=0,， G(0,0)=0, G’(0)=0. 


这 里 曲面 {y = 0} 是 不 变 中 心 流 形 , 因此 , 如 同 第 2 章 我 们 有 WiC. 的 直 化 . 当 
然 , 中 心 流 形 的 直 化 是 Cr - 变换 . 事实 上 , 由 于 失去 了 一 阶 光滑 性 , 定理 得 到 了 更 多 
的 东西 : z 变量 的 局 部 发 展现 在 完全 与 y 无 关 . 注意 , 虽然 坐标 变换 是 C"-! - 光滑 ， 
但 函数 G 是 Cr - 光滑 : 它 刚 好 与 原 系统 在 Cr - 光滑 中 心 流 形 上 的 限制 (5.1.3) 的 
非 线性 部 分 重合 . 因此 , 对 系统 (5.1.6) 的 任何 轨 线 , 变量 x 如 同 在 中 心 流 形 上 的 变 
量 , 存在 当 t 一 +00 时 到 y = 0 的 指数 式 压缩 . 最 后 的 这 个 说 明 可 以 用 第 2 章 我 们 
证 明 平 衡 态 的 渐 近 指数 稳定 性 的 相同 方法 来 确切 地 验证 : 由 于 函数 FF 在 O 附近 很 
小 , 以 及 由 于 矩阵 4 的 所 有 特征 值 都 严格 位 于 虚 轴 的 左边 , 从 (5.1.6) 的 第 一 个 方程 
可 看 到 , 在 O 的 小 邻 域内 i 

y 


一 盖世 —A|lyll, 
入 |||| 


3 注意 (5.1.5) 与 这 个 公式 的 区 别 是 , 函数 FR 和 G 在 这 里 不 再 是 多 项 式 . 
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由 此 得 知 y 以 指数 式 压缩 到 y = 0. 

我 们 将 在 5.4 节 给 出 这 个 约 化 定理 的 证 明 . 注意 , 关于 光滑 共 示 性 的 定理 5.4 可 
由 定理 5.5 直接 得 到 , 即 如 果 系 统 (5.1.6) 有 异 于 {y = 0} 的 中 心 流 形 , 简化 系统 仍 
由 (5.1.6) 的 第 二 个 相同 的 方程 给 出 . 即 当 系统 是 三 角形 式 (5.1.6) 时 , 在 任意 两 个 中 
心 流 形 上 的 限制 平凡 地 共 配 . 由 于 将 系统 变 为 这 个 特殊 形式 的 坐标 变换 是 C"-1! 的 ， 
当 系统 不 是 化 为 这 个 形式 时 我 们 有 Cr-1 - 共 频 . 

我 们 来 对 定理 5.5 给 出 几何 解释 . 显然 , 当 系 统 是 三 角形 式 (5.1.6) 时 , 对 任何 
任何 曲面 {z = 常数 } 的 时 间 t - 移 位 仍 位 于 同类 曲面 内 (除非 轨 线 离开 O 的 小 邻 
域 ). 这 意味 着 由 常数 z 曲面 所 叶 化 的 O 的 小 邻 域 关于 系统 (5.1.6) 是 不 变 的 . 将 系 
统 (5.1.6) 变 为 原始 形式 (5.1.1) 的 坐标 变换 将 曲面 {z = 常数 } 变 为 下 面 类 型 的 曲面 


其 中 上 是 该 曲面 与 中 心 流 形 交 的 z - 坐标 , C"-! - 函数 1 及 其 一 阶 导数 在 原点 为 零 
(注意 , 在 WC 的 每 处 7 = 0). 

由 于 将 曲面 {z = 常数 } 变 为 由 (5.1.7) 给 出 的 曲面 的 变换 是 微分 同 胚 , 得 知 方 
程 (5.1.7) 对 应 于 固定 & 的 曲面 定义 了 原点 小 邻 域 的 叶 层 . 故 对 每 一 点 (z,y) 存在 唯 
一 &, 使 得 对 应 于 给 定 £ 的 曲面 通过 点 (z,y). 这 样 的 曲面 称 为 叶 层 的 叶片 : 对 O 的 
小 邻 域 中 的 每 一 点 存在 一 个 且 仅 有 一 个 包含 该 点 的 叶片 ， 由 于 叶片 是 由 在 WC. 上 
的 点 参数 化 , 中 心 流 形 是 这 个 叶 层 的 基 . 由 于 叶 层 {zx = 常数 } 关于 系统 (5.1.6) 不 变 ， 
它 的 像 ( 即 由 (5.1.7) 给 出 的 叶 层 ) 是 系统 (5.1.1) 的 不 变 叶 层 : 对 任何 t, 任何 叶片 的 
时 间 + 上 - 移 位 位 于 同一 个 叶 层 的 单个 叶片 上 , 除非 罗 线 离开 O 的 小 邻 域 . 中 心 流 形 
直 化 以 后 , 简化 到 三 角形 式 (5.1.6) 恰 由 变换 z 己 E(xz,y) ( (5.1.7) 的 逆 ) 来 完成 : 变 
量 zx 由 沿 着 不 变 叶 层 的 叶片 到 中 心 流 形 的 投影 的 z - 坐标 代替 . 叶 层 的 不 变性 简单 
地 意味 着 新 坐标 z = & 的 发 展 与 y 无 关 . 因此 , 我 们 看 到 定理 5.5 基本 上 建立 了 形 如 
(5.1.7) 的 叶 层 的 存在 性 , 它 与 中 心 流 形 横 截 相交 且 关 于 系统 (5.1.1) 不 变 . 我 们 称 它 
为 强 稳定 叶 层 并 记 为 ss. 我 们 将 证 明 , 对 所 有 正 时 间 其 轨 线 都 停留 在 O 的 小 邻 域 
内 的 所 有 点 叶 层 是 唯一 确定 的 . 即 


对 任何 点 P 其 轨 线 对 所 有 正 时 间 位 于 O 的 小 邻 域内 , 以 及 对 任何 两 个 强 稳定 
不 变 叶 层 Fs 和 有 谎 * ，f5s 通过 P 的 叶片 与 天 对 应 的 叶片 重合 . 


由 于 定义 叶 层 的 函数 7 是 Cr-: 的 , 从 而 叶 层 的 叶片 到 中 心 流 形 上 的 投影 是 
C"-! - 映射 . 此外, 任何 与 叶片 横 截 相交 的 曲面 , 到 另外 一 个 横 截 曲面 上 的 投影 是 
Cr-1 -微分 同 胚 . 换 句 话说 , F* 是 C"-! - 光滑 叶 层 . 

注意 , 对 任何 固定 的 &, 函数 7 事实 上 关于 y 是 Cr - 光滑 函数 (证 明 将 在 5.4 
节 给 出 ). 换 句 话说 , 叶 层 的 每 一 个 叶片 是 Cr - 光滑 曲面 . 特殊 值 5 = 0 对 应 于 通过 
点 O 的 叶片 . 由 于 O 是 平衡 态 , 它 对 时 间 不 移 位 , 因此 点 O 的 叶片 对 任何 上 的 时 间 
t - 移 位 上 映 为 它 自身 . 由 此 得 知 , Cr - 光滑 曲面 z = 7n(y;0) 是 系统 (5.1.1) 的 不 变 流 
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形 . 这 个 流 形 在 O 切 于 y 轴 , 它 是 唯一 的 , 称 为 强 稳定 不 变 流 形 Ws. 

当 系 统 连 续 依赖 于 参数 / 时 , 叶 层 Fss 也 连续 依赖 于 y ( 即 (5.1.7) 中 的 函数 7 
关于 / 将 证 明 是 连续 的 ). 如 果 光 滑 依赖 六 则 函数 7 关于 (y;é,p) 是 Cr-: 的 . 因 
此 , F” 的 叶片 C-: 光滑 依赖 于 六 特别 地 , 当 jy 从 零 开 始 变 化 时 , 可 能 存在 光滑 依 
赖 于 / 的 平衡 态 O, 在 这 种 情形 下 , 通过 O, 的 叶 层 Fss 的 叶片 是 唯一 确定 的 . 它 
是 不 变 流 形 , 且 如 果 点 O, 的 位 置 是 的 C* 函数 , 其 中 0 < k < 7 一 1 则 强 稳定 流 
形 C* - 光滑 依赖 于 几 我 们 注意 , 一 般 地 , 当 =r 时 这 个 论断 不 再 成 立 . 

现在 , 我 们 考虑 平衡 态 有 特征 指数 在 虚 轴 右边 的 更 一 般 情形 . 这 里 系统 在 O 附 
近 取 形式 

y= Ay+ f(z,y,2), 
Z= Cz+h(r,y,2z), (5.1.8) 
t= Br+ g(r,y,2z), 


其 中 ze R™,y € R*,z € R"-m*, 矩阵 4 的 特征 值 位 于 虚 轴 的 左边 , 矩阵 B 的 特 
征 值 是 零 或 者 纯 虚 数 , 以 及 抢 阵 C 的 特征 值 位 于 虚 轴 的 右边 . Cr - 函数 f,h 和 9g 以 
及 它们 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 系统 的 右 端 可 连续 依赖 于 某 些 参数 js (此 时 下 面 考 
虚 的 光滑 流 形 连 续 依赖 于 y), 或 者 光滑 依赖 于 人. 在 后 一 情形 ,“ 中 心 ” 变量 z 中 将 
包括 p, 于 是 下 面 考虑 的 流 形 和 叶 层 关于 jy 有 如 同 关 于 z 的 相同 的 光滑 性 . 

中 心 流 形 理论 在 这 里 以 下 面 定 理 为 基础 . 


定理 5.6 (关于 稳定 中 心 流 形 ) ”在 O 的 小 邻 域内 存在 Cr - 类 (m+) 维稳 定 
不 变 中 心 流 形 TS : z = wcC(z,y), 它 包含 O 且 在 0 与 子 空间 {z = 0} 相 切 . 流 形 
WeS 包含 对 所 有 正 时 间 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 的 所 有 轨 线 . 虽然 稳定 中 心 流 形 不 
是 唯一 确定 的 , 但 对 任何 两 个 流 形 W#c 和 TcC, 函数 巡 c 和 w3c 在 O (和 在 每 一 
点 其 轨 线 对 所 有 时 间 上 > 0 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 ) 有 相同 的 Taylor 展开 . 


这 个 定理 的 证 明 将 在 5.4 节 给 出 . 注意 , 如 果 系 统 是 Ce - 光滑 的 , 中 心 流 形 一 
般 也 只 有 有 限 次 光滑 , 即 对 任何 有 限 数 >, 存在 O 的 邻 域 U, 其 中 Wsc 是 Cr - 光 
滑 的 . 如 同上 面 的 理由 我 们 得 到 


如 果 系 统 是 Cx 一 光滑 , 且 Wis¢ 中 的 每 一 条 轨 线 当 t 一 +co 时 都 趋 于 O, 则 
Tec 是 Co ~- 光滑 . 


loc 
时 间 反 向 t 一 一 将 矩阵 4, B 和 C 分 别 变 为 -4, -下 和 -C. 于 是 , 对 应 z 
- 变量 的 特征 指数 的 那 部 分 谱 现在 位 于 虚 轴 的 左边 , 对 应 y - 变量 的 特征 指数 的 那 
部 分 谱 现在 位 于 虚 轴 的 右边 . 我 们 通过 改变 时 间 方 向 将 稳定 中 心 流 形 定理 应 用 到 由 
(5.1.8) 得 出 的 系统 而 得 到 下 面 的 不 稳定 中 心 流 形 定理 : 


定理 5.7 (关于 不 稳定 中 心 流 形 ) ”在 O 的 小 邻 域内 存在 (n 一 ) 维 Cr -光滑 
不 变 流 形 WiS : y = w*C(z,z), 它 包 含 O 且 在 0 与 子 空间 {y = 0} 相 切 . 这 个 不 稳 
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定 中 心 流 形 包含 对 所 有 负 时 间 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 的 所 有 轨 线 . 对 任何 两 个 流 形 
FT 和 1 再? 函数 WYC 和 好 在 O (和 在 每 一 点 其 轨 线 对 所 有 时 间 t < 0 都 停留 
在 O 的 小 邻 域内 ) 有 相同 的 Taylor 展开 . 在 系统 是 Cee - 光滑 的 情形 , 不 稳定 中 心 
流 形 一 般 仅 有 有 限 次 光滑 性 , 但 是 如 果 当 上 一 -oo 时 WES 的 每 一 条 轨 线 都 趋 于 O， 
则 WitC 是 Cw - 光滑 . 

稳定 中 心 流 形 和 不 稳定 中 心 流 形 的 交 是 由 形 如 (y, z) = %c(z) 的 方程 定义 的 Cr 
- 光滑 的 mm 维 不 变 中 心 流 形 Tc. = WP?C 门 WS. 由 构造 , 中 心 流 形 包含 对 所 有 时 
间 t€ (-eo, +oo) 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 的 所 有 轨 线 的 集合 N. 此 外 , 函数 yc 以 
及 它 的 所 有 导数 在 N 的 所 有 点 都 唯一 确定 . 特别 地 , wo 在 O 的 Taylor 展开 由 系统 
唯一 确定 . 

系统 (5.1.8) 在 稳定 中 心 流 形 上 的 限制 取 形 式 


y= Ay+f(zr,y, ye (zr,Y)), 
t= Br+ g(rz,y, Ye (zr,y)), 
它 类 似 于 (5.1.1). 因此 定理 5.5 可 利用 , 即 : 


在 Wi 上 存在 具有 与 WC 横 截 相交 的 Cr - 光滑 叶片 的 C"-! - 光滑 不 变 叶 
层 FF”; 对 其 轨 线 当 上 一 +coe 时 趋 于 O 的 每 一 点 , 对 应 的 叶片 由 系统 唯一 确定 . 

在 不 稳定 中 心 流 形 上 , 由 改变 时 间 方 向 系统 化 为 类 似 于 (5.1.1) 的 形式 . 这 给 出 
在 WitS 上 强 不 稳定 不 变 叶 层 的 存在 性 : 

在 厂 %9 上 存在 具有 与 WC 横 截 相交 的 C” - 光滑 叶片 的 C"-! - 光滑 不 变 叶 
层 Fr**; 对 其 轨 线 当 t 一 -co 时 趋 于 O 每 一 点 ,对 应 的 Fo” 的 叶片 由 系统 唯一 确 
定 . 


(5.1.9) 


我 们 注意 , 这 些 叶 层 不 能 不 失去 光滑 性 而 分 别 延 拓 到 稳定 和 不 稳定 中 心 流 形 之 
外 . 一 般 地 , 与 稳定 或 者 不 稳定 中 心 流 形 横 截 相 交 的 O 的 小 邻 域 的 不 变 叶 层 是 不 光 
滑 的 ( 仅 为 C9 类 , 见 Shoshitashvilly [70]). 这 意味 着 由 对 应 的 不 变 叶 层 的 叶片 从 一 - 
个 稳定 中 心 流 形 到 另 一 个 稳定 中 心 流 形 , 或 者 从 一 个 不 稳定 中 心 流 形 到 另 一 个 不 稳 
定 中 心 流 形 的 投影 可 以 是 不 光滑 的 映射 . 因此 , 同一 个 系统 在 不 同 的 稳定 中 心 流 形 
(或 者 在 不 同 的 不 稳定 中 心 流 形 ) 上 的 限制 之 间 不 存在 光滑 共 轿 ( 仅 为 C?). 

尽管 如 此 , 对 中 心 流 形 , 关于 光滑 共 轿 的 定理 5.4 对 一 般 情 形 仍 成 立 (其 中 存在 
特征 指数 在 虚 轴 的 两 边 ). 为 证 明 这 一 点 , 注意 如 果 存 在 两 个 不 同 的 中 心 流 形 WF 和 
WF, 则 由 构造 存在 两 对 稳定 和 不 稳定 中 心 流 形 : 


HP = Wie NW 和 Wh = WIN WY. 


交 WE = Wi 门 W3e 也 是 中 心 流 形 (由 定义 ). 在 Wf 上 的 系统 与 Wf 上 的 系 
统 之 间 通 过 沿 着 W356 的 强 稳定 叶 层 的 叶片 的 投影 是 C"-! - 共 郝 , 反之 ,在 Wf 上 
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的 系统 与 WF 上 的 系统 之 间 通 过 沿 着 Wc 的 强 不 稳定 叶 层 的 叶片 的 投影 是 Cr-1 
=- 共 配 . 这 两 个 投影 的 又 加 (由 WS 到 WC, 再 到 WC) 给 出 的 C"-1 - 变换 将 系统 在 
W8 上 的 轨 线 映 为 系统 在 WL 上 的 轨 线 (这 是 因为 我 们 作 投 影 所 沿 着 的 叶 层 是 不 变 
的 ). 即 在 WA 和 WC 上 系统 之 间 有 C"-! - 共 思 . 

因此 , 在 这 种 情形 下 , 当 研 究 局 部 分 支 时 , 我 们 也 可 以 将 系统 限制 在 中 心 流 形 上 . 
此 外 , 在 同一 个 系统 的 不 同 的 中 心 流 形 上 的 动力 学 之 间 没 有 显著 的 差别 . 

稳定 中 心 流 形 和 不 稳定 中 心 流 形 的 直 化 , 以 及 在 这 些 流 形 上 强 稳定 和 强 不 稳定 
不 变 叶 层 的 直 化 导致 下 面 类 似 于 定理 5.5 的 结果 . 


定理 5.8 ”用 C"-! - 光滑 变换 , 系统 (5.1.8) 可 局 部 简化 为 形式 
y= (A+ F(z,y,2))y, 
z= (C+H(z,y,z2))z, (5.1.10) 
T= Br+Go(T) + G(r,Yy,2)Y + G2(T,Yy, 2)z, 


其 中 Go 是 Cr - 光滑 函数 , 它 与 它 的 一 阶 导数 在 z = 0 为 零 ,天 和 五 是 Cr-!- 函 
数 , 在 原点 它们 为 零 , G1,2 se C1, 且 Gi 在 z=0 恒 等 于 零 , G 在 y = 0 恒 等 于 零 . 


这 里 , 局 部 不 稳定 中 心 流 形 由 {y = 0} 给 出 , 局 部 稳定 中 心 流 形 由 {z = 0} 给 出 ， 
以 及 局 部 中 心 流 形 由 {y = 0,z = 0} 给 出 . 强 稳定 叶 层 是 由 曲面 {z = 常数 , z = 0] 
组 成 , 以 及 强 不 稳定 叶 层 的 叶片 是 {z = 常数 , y = 0}. 

类 似 的 理论 可 应 用 到 对 结构 不 稳定 周期 轨 线 的 研究 . 周期 轨 线 小 邻 域内 的 动力 
学 研究 化 为 小 截面 上 的 Poincaré 映射 的 研究 , 轨 线 与 截面 的 交点 O 是 Poincaré 映 
射 的 不 动 点 . 

设 系统 是 (n + 1) 维 的 , 故 截面 是 n 维 的 . 设 周期 轨 线 的 m 个 乘 子 位 于 单位 圆 
上 ,个 乘 子 严 格 位 于 单位 圆 内 , 以 及 其 它 (n 一 mm 一) 个 乘 子 按 绝对 值 严格 大 于 1. 
在 不 动 点 O 附近 的 Poincaré 映射 写 为 下 面 的 形式 : 


y= Ay 十 f(z,y,2z), 
z= Cz+h(z,y,z), (5.1.11) 
T= Br g(r,y,2), 


其 中 ze R™, y € R*,，z € Rm"-m-*, 矩阵 4 的 特征 值 位 于 单位 圆 内 , 矩阵 B 的 特征 
值 按 绝对 值 等 于 1, 以 及 和 矩阵 C 的 特征 值 位 于 单位 圆 外 . f,h 和 9g 是 Cr - 光滑 函数 ， 
它们 以 及 它们 的 一 阶 导数 在 原点 等 于 零 . 假设 这 个 映射 的 右 端 (及 它们 的 导数 ) 可 连 
续 依赖 于 某 些 参 数 jy. 对 此 , 下 面 讨论 的 流 形 和 叶 层 以 及 所 有 导数 将 连续 依赖 于 j. 
如 果 映 射 光 滑 依赖 于 jy, 则 我 们 可 形式 地 考虑 参数 为 x - 变量 而 将 方程 = /加 到 
系统 (5.1.11) 中 去 . 此 时 不 变 流 形 和 叶 层 关于 pj 有 如 同 关 于 z 的 相同 的 光滑 性 . 

中 心 流 形 定理 可 叙述 如 下 . 
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定理 5.9 (关于 中 心 流 形 . 一 般 情 形 ) ”在 O 的 小 邻 域内 存在 (m 十 k) 维 Cr - 
光滑 不 变 稳定 中 心 流 形 WisC : z = yc(z,y) 和 (n 一 k) 维 不 稳定 中 心 流 形 Wic : y = 
WwW“(z,y), 它们 包含 O 并 在 O 分 别 与 子 空间 {z = 0} 和 {y = 0} 相 切 . 流 形 Wisc 
包含 集合 N+, 其 中 所 有 的 点 在 映射 (5.1.11) 的 向 前 迭代 下 位 于 O 的 小 邻 域内 , 以 
及 Wis 包含 集合 N-, 其 中 所 有 点 的 向 后 选 代 永 不 离开 O 的 小 邻 域 . Wisc 和 WiuC 
的 交 是 m 维 Cr - 光滑 不 变 中 心 流 形 WiS. : (yz) = WwW2(z), 它 在 O 与 z - 空间 相 
切 , 且 包 含 集合 N = N+ 门 N-, 此 集合 由 所 有 其 迭代 (向 前 和 向 后 ) 永 不 离开 O 的 
小 邻 域 的 点 组 成 . 函数 WeC, ys 和 wo 在 原点 (以 及 分 别 在 N-, N+ 和 N 的 每 一 
点 ) 的 Taylor 展开 由 系统 唯一 确定 . 在 流 形 Wis< 和 WiuS 上 分 别 存在 强 稳定 和 强 不 
稳定 C"-! - 光滑 不 变 叶 层 Fs 和 Fw, 它们 分 别 具 有 维和 (n 一 m 一 此) 维 的 Cr 
- 光滑 与 WS. 横 截 相交 的 叶片 ,FFss 的 叶片 在 集合 N+ 的 每 一 点 唯一 确定 , Fu 的 
叶片 在 集合 N- 的 每 一 点 唯一 确定 . 由 沿 着 强 稳定 和 强 不 稳定 不 变 叶 层 的 叶片 的 投 
影 , 同一 个 映射 在 不 同 的 中 心 流 形 上 的 限制 是 Cr-:1 - 共 思 . 
证 明 在 5.4 节 给 出 . 我 们 再 次 注意 , 即使 系统 在 所 考虑 的 情况 下 是 Cee - 光滑 的 ， 
不 变 流 形 一 般 只 有 有 限 次 光滑 性 . 不 过 ， 
如 果 系 统 是 Cx - 光滑 , 且 如 果 Wise 的 每 一 条 轨 线 的 向 前 迭代 都 趋 于 O, 则 
Wise € C™. 
如 果 HS 的 任 一 轨 线 的 向 后 迭代 都 趋 于 O, 则 WirS e C%. 以 及 
如 果 Wi5. 中 的 每 条 轨 线 的 向 前 或 向 后 迭代 都 趋 于 0O, 则 Wi5. es Ce. 
不 变 流 形 和 不 变 叶 层 的 直 化 给 出 的 结果 完全 类 似 于 定理 5.8, 即 : 
定理 5.10 ”利用 Cr-: - 光滑 变换 , 系统 (5.1.11) 可 局 部 简化 为 形式 
y= (A+F(z,y,2))y, 
z= (C+H(z,y,2?))z, (5.1.12) 
z= Br+Go(z)+ G(r,y,2)y + G2(7,y,2)z, 
其 中 Go 是 Cr - 函数 , 它 和 它 的 一 阶 导数 在 x = 0 为 零 ,政和 五 是 Cr-!1 -函数 量 
在 原点 为 零 . G1,2 e C"-!, 以 及 G 在 xz = 0 恒 等 于 零 , Gs 在 y = 0 恒 等 于 零 . 


这 里 , 局 部 不 稳定 中 心 流 形 由 {y = 0} 给 出 , 局 部 稳定 中 心 流 形 是 由 {z = 0} 给 
出 , 以 及 局 部 中 心 流 形 由 {y = 0,z = 0} 给 出 . 强 稳定 叶 层 由 曲面 {x = 常数 ，z = 0} 
组 成 , 强 不 稳定 叶 层 的 叶片 是 {z = 常数 , y = 0}. 
在 没有 乘 子 位 于 单位 圆 外 的 特殊 情形 , 我 们 可 以 永远 令 z = 0, 系统 (5.1.12) 变 
成 
y= (A+F(z,y))y, 


t= Br+G(z), 


(5.1.13) 
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其 中 F e Cl 在 原点 为 零 , G e Cr 及 它 的 一 阶 导数 在 z = 0 为 零 . 


5.2 边 值 问题 


在 这 一 节 我 们 开始 证 明 中 心 流 形 定理 . 所 用 的 方法 基于 我 们 已 经 在 第 2 章 考虑 
过 的 边 值 问题 的 推广 ( 见 Shashkov 和 Turaev [52])， 由 于 这 些 结果 被 用 来 证 明 中 心 
流 形 理论 以 外 的 各 种 不 变 流 形 定 理 , 所 以 我 们 将 尝试 使 得 这 个 方法 足够 一 般 . 
考虑 微分 方程 系统 
ZzZ= Az+t f(z,v,k,t), 
(5.2.1) 
v= Bv+g(z,v,k,t), 
其 中 z e R",v € R™, t 是 时 间 变 量 , 以 及 / 是 参数 向 量 . 假设 f 和 9 关于 (z,v) 是 
-光滑 (r > 1), 且 它 们 和 它们 所 有 的 导数 连续 依赖 于 (1,t) (一 种 令 人 感 兴趣 的 
特殊 情形 是 f 和 9 关于 它们 的 所 有 变量 (z,v, yp,t) 为 Cr - 光滑 ). 关于 矩阵 4 和 B， 


假设 下 面 的 条 件 成 立 
谱 A = {al,:… ,an}，, 谱 B = {B61,… ,Bm}， 
: (5.2.2) 
> Rea:<a<b< ,Pin Re Dj， 


即 在 复 平面 上 存在 一 个 长 条 (长 条 a < Re(.) < 68) 将 谱 4 和 谱 B 分 开 . 由 (5.2.2) 
得 知 在 适当 的 (Jordan) 基 下 , 下 面 的 估计 成 立 : 对 s > 0( 见 引 理 2.1) 


lle4s|| < es, 
(5.2.3) 
lle™®sl| < ee. 
我 们 也 要 求 对 某 个 充分 小 的 常数 £, 有 
oO(f,g9) 
|222 Ga 


(& 的 确切 值 可 以 从 下 面 的 定理 证 明 中 得 到 ). 我 们 也 将 假设 f 和 9 的 所 有 导数 对 所 
有 的 z 和 w 一 致 有 界 . 最 后 这 个 条 件 意 味 着 非 线性 部 分 本 质 上 不 影响 由 系统 线性 部 
分 的 特殊 结构 ( 谱 分 离 ) 所 诱导 的 性 态 . 为 了 强调 这 个 性 质 我 们 将 称 满足 (5.2.1) 一 
(5.2.4) 的 系统 是 大 范围 二 分 的 . 

这 样 的 系统 自然 地 出 现在 平衡 态 和 周期 轨 线 的 研究 中 . 例如 , 如 果 平 衡 态 的 特 
征 指数 的 谱 是 分 离 的 , 其 中 nn 个 特征 指数 位 于 复 平面 的 直线 Re(-) = a 的 左边 , 其 它 
m 个 特征 指数 位 于 直线 Re (.) = 6 的 右边 , 则 在 这 个 平衡 态 附近 系统 可 以 局 部 地 表 
示 为 形式 


z= Az+ f(z,v,), 人 


v= Bv+g(z,v, 4), 
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其 中 z 属于 R" 中 原点 的 小 邻 域 , 变量 v 属于 Rm 中 原点 的 小 邻 域 , 以 及 是 某 个 
参数 向 量 . 这 里 矩阵 4 和 B 满足 (5.2.2), 函数 f 和 9 满足 下 面条 件 


f(0,0,0) = 0, g(0,0,0) = 0， 5 2 a (5.2.6) 


(z,v,4)=0 
当然 , 由 (5.2.6) 的 最 后 一 个 等 式 得 知 , 对 任意 小 的 &, 在 O 的 充分 小 邻 域内 (5.2.4) 
满足 . 

系统 (5.2.1) 和 (5.2.5) 的 区 别 是 , 后 者 的 非 线 性 部 分 仅 在 原点 附近 保持 很 小 , 而 
对 (5.2.1) 其 线性 部 分 在 整个 及 "+m 上 都 满足 . 一 个 非常 有 用 的 技巧 如 下 , 它 将 允许 
我 们 把 局 部 系统 (5.2.5) 转化 为 大 范围 形式 (5.2.1). 考虑 新 系统 


z= 4z 十 f(z,v,n), 


(5.2.7) 
v= Bu 十 5(2 UN 及 )， 
其 中 Cr - 光滑 函数 ,5 为 
7 机 ll(z, 2) | ll(z, oll 
fe = 1 (st ( p )*( p )， (B08) 
2 a |1(z, 2)|| [|(z, 2)|| or 
oo) =9 (ex ( p ) 人 p ))- 
这 里 p 是 小 的 正 数 , 且 假 设 函 数 +(u) e Cx” 有 下 面 的 性 质 
1 
xz- 人 Ww 以 及 0 > > > —3,1>X>0 (5.2.9) 
0， 对 vw>1 
(这 样 的 函数 的 存在 性 是 熟知 的 事实 ). 


由 (5.2.6), (5.2.8) 和 (5.2.9) 得 知 , 函数 f 和 5 对 所 有 的 (z,v) e 了 n+m 和 小 的 
4 满足 不 等 式 (5.2.4). 此 外 , 常数 上 可 以 任意 小 , 只 要 p 充分 小 . 因此 , 系统 (5.2.7) 
是 大 范围 二 分 的 , 和 且 在 ||(z,v)| < 5 与 系统 (5.2.5) 重合 . 于 是 , 系统 (5.2.7) 的 轨 线 
与 (5.2.5) 的 轨 线 直到 它们 停留 在 原点 的 5 邻 域内 都 重合 . 
在 周期 轨 线 L 附近 , 微分 方程 系统 取 形 式 ( 见 第 3 章 ) 
Z= 4z 十 f(z,v, 4,t), 


(5.2.10) 
= Bv+ g(z,v, pt), 


其 中 f 和 9g 是 t 的 周期 函数 , 周期 为 7 或 者 2r, 这 里 7 是 工 的 周期 .矩阵 A4 和 B 
的 特征 值 等 于 工 的 乘 子 平方 的 对 数 与 工 的 二 倍 周期 之 比 . 因此 隔离 这 些 矩 阵 谱 的 条 
件 (5.2.2) 可 视 为 对 乘 子 的 隔离 : m 个 乘 子 按 绝对 值 必须 小 于 e*", 其 它 n 个 乘 子 的 
绝对 值 则 大 于 ee, 其 中 7 是 工 的 周期 . 
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这 里 轨 线 工 由 {z= 0,v = 0} 给 出 ,六 和 59 以 及 它们 关于 (z,v) 的 一 阶 导数 
在 (z,v) = 0 为 零 . 条 件 (5.2.4) 对 小 的 (z,v) 满足 , 因此 用 公式 (5.2.8) 将 (f,9) 变 
为 (万 5) 导出 (5.2.1) 类 型 的 系统 , 由 此 得 知 , 得 到 对 所 有 (z,v) 满足 条 件 (5.2.4) 的 
(5.2.1) 类 型 的 系统 , 它 与 系统 (5.2.9) 局 部 地 重合 . 
现在 我 们 回 到 一 般 方法 , 并 对 任何 + > 0, zo 入, 考虑 系统 (5.2.1) 下 面 的 边 值 
问题 
z(0) = 20， wv(7) = wv. (5.2.11) 


几何 上 , 这 可 解释 为 求 系统 (5.2.1) 的 从 曲面 {z = zo} 出 发 并 在 时 刻 t= 7 终止 于 曲 
面 {v=wvi } 的 轨 线 . 由 上 面 的 讨论 , 如 果 这 个 边 值 问 题 的 解 对 te [0,7] 停留 在 区 域 
||(z, ol| < < 9 内 ， 则 它 同 时 是 局 部 系统 (5.2.5) 或 者 (5.2.10) 的 同一 个 边 值 问题 的 解 . 


定理 5.11 ”对 任何 (z0,v1,7), 系统 (5.2.1) 的 边 值 问题 (5.2.11) 有 唯一 解 4 
z(t) = z*(t;z0,01,7, 4), vt) = v(t; 20, v1,7, 4). (5.2.12) 


证 明 ”所 考虑 的 边 值 问题 类 似 于 第 2 章 研究 过 的 问题 (形式 上 , 是 2.8 节 处 理 
a < 0 < 8 的 情形 ), 证 明 非 常 接近 于 定理 2.9 的 思路 .新 颖 的 是 我 们 在 这 里 将 用 
不 通常 用 的 称 为 y - 范 数 的 范 数 来 证 明了 逐次 允 近 的 收敛 性 . 即 我 们 考虑 定义 在 线段 
te [0,7] 上 的 连续 函数 (z(t),v(t)) 的 空间 五 , 并 赋予 空间 五 如 下 的 范 数 : 


||(z(t), v(t))lly = 四 (Ge v(t))lle ™}, (5.2.13) 


其 中 
a<y<h. (5.2.14) 
显然 , 互 是 一 个 完备 的 距离 空间 . 
考虑 积分 算 子 T : 万 一 万 , 它 通过 下 面 的 公式 将 函数 (z(j,v(t)) 映 为 函数 
(z(t), 5(t)): 
z(t) = erat+ 上 eAlt™s) f(z(8),v(s), 1, s)ds, 
Is (5.2.15) 
v(t) = e-B(r-t)vl 一 . e-B(s-t)g(z(s), v(s), 1, s)ds 


容易 验证 , 如 果 边 值 问题 (5.2.11) 的 解 存在 , 则 这 个 解 是 积分 算 子 了 的 不 动 点 , 反之 
亦 然 (比较 定理 2.9). 
4 注意 , 系统 (5.2.1) 的 边 值 问题 (5.2.11) 的 解 并 不 能 阻止 从 零 的 小 邻 域 离开 . 因此 , 这 个 定理 


不 能 直接 应 用 到 局 部 系统 (5.2.5) 或 者 (5.2.10) 就 是 说 , 额外 的 估计 是 必须 的 , 以 保证 边 值 问题 的 
解 保持 轿 于 小 常数 . 
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显然 , 算 子 T 是 光滑 的 (在 3.15 节 的 意义 下 ). (z(t),5(t)) 关于 (z(t),v(t)) 的 导 
数 是 线性 算 子 T': (Az(t), Av(t)) 上 = (Az(t), A5(t)), 其 中 


Az() = | ceo(z(e)a(e)) (Az(s), Av())as, 
A (5.2.16) 
Ad(t) = - . e-B(e-dg!, (zs), v(s)) (Az(s), Av(s))ds. 
按照 Banach 原理 (定理 3.26 的 抽象 形式 ), 为 了 证 明 算 子 T 有 唯一 不 动 点 , 只 
需 证 明 对 任何 (z(s),v(s)) Ee 瑟 有 TI<K<1. 
为 此 我 们 将 (5.2.3), (5.2.4), (5.2.13) 代入 到 (5.2.16), 得 到 


t 
IAz(W < [ ealt-s) ||(Az, Aojl erads， 


; (5.2.17) 
IAs@N < /eee-agI(AzsAolhenas 
由 (5.2.13), (5.2.14) 和 (5.2.17) 我 们 得 到 
||(Az, AD)lly = sup {max(||Az(t)||, AD(t)N)e ™} 
四 (5.2.18) 


< € max 


LF) xlAzAolr 


选择 & 充分 小 使 得 
1 1 
a 
由 (5.2.18), 积分 算 子 了 按 7 - 范 数 是 压缩 的 . 
因此 , 按照 Banach 压缩 映射 原理 , 从 任意 初始 猜测 (zo)(b),uto)(b) 开始 , 逐次 
通 近 序列 
(eH ,00d 0)) =T("00), 0 0) 


收敛 于 了 的 唯一 确定 的 不 动 点 (z*(t),v*(t)), 同时 , 它 是 系统 (5.2.1) 的 边 值 问题 
(5.2.11) 的 解 . 证 明 完 毕 . 


注意 , 解 (z*(t#),v*(t)) 也 依赖 于 {20,v1,7, .由 于 由 (5.2.15) 给 出 的 积分 算 子 
T 关于 这 些 数据 连续 , 解 连续 依赖 于 {z0,v1,7,n}( 作 为 压缩 算 子 的 不 动 点 , 见 定理 
3.25). 此 外 , 由 定理 3.27, 因为 算 子 T 是 Cr - 光滑 的 且 Cr - 光滑 依赖 于 {z0,v1}， 
得 知 边 值 问题 的 解 是 {z0,v!} 的 Cr - 光滑 项 数 , 并 且 如 果 系 统 右 端 关于 所 有 变量 包 
括 t 和 是 Cr 的 , 则 解 同 样 光滑 依赖 于 {t ,1 

(2z2*,v*) 关于 z0,v! 和 的 导数 可 通过 对 (5.2.15) 的 形式 微分 作为 算 子 的 不 动 
点 得 到 , 即 它们 是 作为 具有 边界 条 件 的 对 应 变 分 方程 的 边 值 问 题 的 解 求 得 , 而 边 值 


5.2 边 值 问 题 - 219 . 


条 件 由 边界 条 件 (5.2.11) 的 形式 微分 求 得 (更 多 细节 见 2.8 节 ). 例如 , 变 分 方程 系统 


Z = AZ+ f(z v0, pt)Z + folz",v*, pt)V, 


(5.2.19) 
V=BV+g,(2,v, 4,t)2Z + 9,(2", v0, Ht)V 
的 边 值 问题 
Z(0)=I, V(r)=0 (5.2.20) 
(I 是 恒 同 矩阵 ) 的 解 给 出 (z*,v*) 关于 z? 的 导数 : 
* Oz” * _ Ov* 
?= Bz 8z0 
同一 个 系统 (5.2.19) 的 另外 一 个 边 值 问题 
2Z(0)=0, V(7)=I (5.2.21) 


的 解 给 出 【zo") 关于 的 导数 如 果 /和 g 关于 参数 光滑, 则 导数 (2",V*) 
名) 是 非 齐 次 变 分 方程 系统 


2F= AZ+ fi(z*,v0°, Wt)Z + fz, 0, pt)V + fi(z*,v*, pt), 
| (5.2.22) 
V = BV+g(z2",v", pt)Z + 90(2*, v0, Ht)V + gh (2*,v*, pt) 
的 边 值 问题 
2Z(0) =0, V(7)=0 (5.2.23) 


的 解 . 我 们 立刻 看 出 系统 (5.2.19) 或 者 (5.2.22) 是 大 范围 二 分 的 : 由 于 右 端的 主要 部 
分 由 相同 的 矩阵 4 和 B 确定 , 得 知 隔离 谱 的 条 件 (5.2.2) 在 这 里 也 成 立 . 右 端 余下 
的 部 分 是 


F= fo(2°,0, 1,t)2Z + fo(2°,v", 4,t)V, 
G = gs(z2°,v", 1,t)2 + gz2*,v", pt)V, 


或 者 


F= EAC Kt)Z+ fo(2°,v", hh, t)V 十 f(z", v", hh,t), 
G = g(2°,0°, pt)Z + 90(2", 0°, pt)V + gh(2*,v", pt). 
在 这 两 个 情形 有 
oO(F,G) _ 9(f,9) 
O(Z,V) 09(z,v)’ 
故 对 同一 &, 关于 小 导数 的 条 件 (5.2.4) 也 满足 . 因此 边 值 问题 (5.2.20), (5.2.21) 和 
(5.2.23) 的 解 的 存在 性 (和 唯一 性 ) 简单 地 由 定理 5.11 得 知 . 
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现在 , 由 归纳 法 可 以 看 到 高 阶 变 分 方程 也 属于 我 们 的 大 范围 二 分 系统 类 ， 因 
此 ,对 应 的 边 值 问题 的 解 (它们 是 (z*,v*) 的 高 阶 导数 ) 的 存在 唯一 性 也 由 定理 5.11 
给 出 . 
(z*,u*) 关于 时 间 + 的 导数 直接 由 系统 (5.2.1) 给 出 : 因为 (z*,v*) 是 系统 (5.2.1) 
的 解 , 故 
元 三 太一 4z 十 jz 11t). 
以 及 . 
学 = = Bz* + g(z*,v", 4,t). 
关于 时 间 的 高 阶 导数 由 重复 应 用 这 些 等 式 得 到 . 关于 7 的 导数 可 以 用 下 面 的 引 理 计 


算 . 
引 理 5.1 ” 边 值 问题 (5.2.11) 的 解 (z*,v*) 满足 下 面 的 恒等式 : 
0(z*,v*) Ov* 二 0(z*,v*) 


i Ne (5.2.24) 
O20) Olz*,v*) 0O(z*,v") Oz* 
Be Te 0. (5.2.25) 


这 些 恒等式 允许 我 们 借助 关于 其 它 变 量 的 导数 来 表达 关于 r 的 导数 .这 个 引 
理 的 证 明 如 下 .回忆 所 考虑 的 边 值 问题 唯一 确定 的 解 是 系统 (5.2.1) 在 上 = 0 与 
曲面 {z = z0} 相交 , 在 上 = 7 与 曲面 {v = vi} 相交 的 轨 线 . 我 们 记 这 个 轨 线 为 
(2*(t; 20, 01, 7, 4), v0* (t; 20, v1, 7, 4)). 

在 时 刻 上 = + 6, 轨 线 与 曲面 {v = vw*(7 十 6;z0,v1,7,J)} 相交 . 由 定义 我 们 可 以 
写 为 


z(t;20,01,7, 4) 2°(t;20, "(T+ 06; 2,v, 7,H),T + 6, 4), 
v(t;20, 0,7, AN) v(t;z0, v0* (T+ 6;20, 0, 7, 1),T + 6, 4). 
这 个 恒等式 关于 6 在 5=0 的 导数 给 出 (5.2.24). 类 似 地 , 由 恒等式 


z*(t; 20,01,7, 4) = 2*(t+ 6;z*(—6; 20, v0, 7,1),v, T+ 6, 4), 
v(t; 2°00, 7 4) v(t +62 (0; 20, v1, 7, 1) v1, T+ 6, 1) 
得 (5.2.25). 
我 们 下 面 的 定理 给 出 边 值 问 题解 的 导数 估计 . 用 下 面 的 记号 记 向 量 函 数 $ = 
(91,… ,pq) E R9 关于 向 量变 量 z = (z1,… ,zp) e R? 的 导数 : 


Olslg [> | 


人 
Drzs Bzi DBzpp Ori .8zpz 


其 中 多 重 指标 s = (s1,… ,sp) 是 由 非 负 整数 组 成 , |s| 表示 s1 十 …: 十 sp， 
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定理 5.12 ”对 系统 (5.2.1) 的 边 值 问题 (5.2.11) 的 解 (z*,v*), 下 面 估计 成 立 (其 
中 C 是 与 (z0,v1,p,7) 无 关 而 依赖 于 微分 次 数 上 = |ki| + | 如 | 十 |ks| 的 正常 数 )， 
1. 如 果 0< aw< 6, 则 


(a) C 如 果 | 有 |=|kz| = 0， 
< 4 Celkilot 如 果 |kz|=0 且 |kila<p， 
Oil+lk2l+lksl (z*, wv*) 
二 ) | 二 Lm Ol) OT 一 起 本 Cest-mD+laler 如 果 |kz| 关 0 或 |kila>p. 
(5.2.26) 
2. 如 果 aw<0< 6, 则 
Btal+lkal+lksl(z*， v*) C 如 果 |k&| = |kz| = 0， 
| 有 ceot 如 果 吧 |=0 且 上 | 关 0， 


OlR1l+lk2l+lksl (z*, vy*) 


b Ceet-7) 如果 |k&|=0 生 |kz| 才 0， 


CeottBlt-7) 如 果 |k| 关 0 且 |k2| 冯 0. 


(5.2.27) 
3. 如 果 a < 68<0, 则 
OlKil+lk2ltlksl (2*, v*) GC I 果 | 二 ko 二 0 
(a) Bm OY, 7, Ne Ota 妇 | 1| | 2| ; 
Cel*z2lB(t-7) 如 果 |ki|=0 生 a < |k2lB， 
Olkl+lk2l+ lksl (z*, v*) 
汪 | Bz0, TH O01, pO(T —t)™ Cecalpr 如 果 |h&| 关 0 或 a > |k2l8. 
(5.2.28) 
证 明 ”注意 边 值 问题 (5.2.11) 通过 下 面 的 置换 关于 时 间 反 向 是 对 称 的 
to or-t, a— -BP, Bo—a, zo vo2, 2 v1, V2. (5.2.29) 


因此 , 按照 上 面 的 规则 和 变换 ja kz, 估计 1(b), 2(b) 和 3(b) 分 别 由 估计 3(a), 2(a) 
和 1(a) 得 到 . 

我 们 也 注意 到 , 在 6 > a > 0 和 a < 8 < 0 的 情形 , 将 方程 jy = 0 加 入 到 系统 
(5.2.1), 并 将 要 求 u(0) = ( 当 6 > a > 0) 或 者 nr) = ( 当 0>8B>a) 加 入 边界 
条 件 (5.2.11), 参数 六 可 以 分 别 包含 在 变量 z 和 v 之 中 . 因此 , 包含 py 的 导数 仅 在 


a < 0 < 的 情形 得 到 分 开 估计 . 
为 了 得 到 关于 时 间 t 的 导数 的 估计 , 我 们 指出 直接 由 (5.2.1) 得 到 
BRa| 十 |ka| 十 |ka| 十 ka| 十 ks5| 2 Da+Ikz| 十 |ks|+1ka| 十 Is1( Az* + f(z2*v oa 


BO(20) OT ) ON TR Ot tl 5(z0J)R Ov FO rs OTRe OtRs 


OlK1l+|k2|+|kalt+ lkal+|ks | OlKil+lk2l+lkslt+lksl+tlks| ( Bo* 二 9 ot, t)) 


O(z0)K1 Ol(v! )*2 Ok3 DTrkaDtks+1 D(z0) 襄 alul )*2 OKs DTrkaDtks 
(5.2.30) 
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从 这 些 公式 可 以 看 出 , 如 果 定 理 的 估计 对 关于 (z0,v1,y,7) 的 导数 成 立 , 则 关于 
t 的 额外 微分 不 影响 这 些 估计 (除了 有 可 能 改变 常数 C 的 值 ). 

关于 7 的 导数 通过 关系 (5.2.24) 用 其 它 导数 表达 . 于 是 可 以 看 出 关于 r 的 导数 
在 固定 的 t 处 本 质 上 必须 给 出 与 关于 vi 的 微分 相同 的 估计 . 


因此 , 在 a < 8 < 0 或 0 < a < 6 的 情形 , 只 需 对 导数 9 (2 分 别 证 


O(z0) uO(vI) Re 
Bial+lkal+lkal(z*, ur) 
O(z0)m 0(v1)k2 Opks 
证 明 估计 (5.2.27). 事实 上 , 这 些 导数 的 计算 对 于 情形 a < 6 < 0 是 不 必要 的 , 因为 
它 可 以 用 规则 (5.2.29) 改变 时 间 方 向 化 为 情形 0 < a < 8. 余下 两 种 情形 0< w< 6 
和 a <0<8 的 计算 非常 类 似 , 因此 我 们 仅 对 较 困难 的 情形 0 < a < 8 叙述 证 明 (对 
a < 0<8B 的 一 阶 导 数 的 估计 可 以 在 Shilnikov [67] 中 找到 ). 剩 下 来 我 们 要 证 明 的 是 


BleiHal(zsiv) _ C(E)eleale 如 果 |kz| =0 且 | 如 la < B， 
D(z0)AaD(wl)ka C(E)e2tt-T)+Ikalar 如 果 |ka| 大 0 或 |kila > 有 


其 中 0<a<8 且 1<k=|| 十 |kz| 和 r. 我 们 将 对 用 归纳 法 , 从 大 = 1 开始. 对 
一 阶 导数 , 估计 (5.2.31) 取 形 式 


明 估计 (5.2.26) 或 (5.2.28), 在 a < 0 < 6 的 情形 , 只 需 对 导数 


(5.2.31) 


Oz (5.2.32) 


由 于 第 一 个 估计 关于 时 间 的 反 向 (5.2.29) 对 称 于 第 二 个 估计 , 我 们 只 需 证 明 
(5.2.32) 中 的 第 一 个 不 等 式 . 

正如 上 面 指出 的 , 导数 (2",V") = 2 可 以 作为 相应 变 分 方程 系统 (5.2.19) 
的 边 值 问题 Z(0) = I,V(7)= 0 的 唯一 解 求 得 这 个 解 的 存在 性 由 定理 5.11 保证 
( 见 定理 后 面 的 附注 ). 此 外 , 可 得 知 这 个 解 是 下 面积 分 算 子 的 不 动 点 ， 


Z(t) = et +/ eA fs(z*(s), v0°(s), p, 5)2(s) + fo(z*(s), 0"(s), p, s)V (s)jds, 


VO =— { eelg,e" (8),07 C8), ps)2(8) + 96(2"(s),0" (8), ts)V (sds 

| (5.2.33) 
它 由 积分 算 子 (5.2.15) 的 形式 微分 得 到 , 事实 上 , 它 是 变 分 方程 系统 (5.2.20) 写 为 积 
分 算 子 的 形式 (5.2.15). 不 动 点 是 由 公式 (5.2.33) 计算 的 从 任意 初始 点 (20(t), V(t)) 
开始 的 迭代 (27+1(#) ,Vm+D(t)) = (2 全 ,7 的 ) 的 极限 . 因此 , 为 了 推导 由 (5.2.32) 
的 第 一 个 不 等 式 给 出 的 估计 , 只 需 证 明 如 果 这 个 估计 对 (2Z,V) 成 立 , 则 系统 (5.2.33) 
中 的 (2,V) 满足 具有 相同 常数 C 的 相同 估计 (此 时 , 显然 所 有 的 和 迭代 以 及 它们 的 极 
限 满足 同样 的 估计 ). 


5.2 边 值 问题 .223 . 


选择 a < a 使 得 矩阵 4 的 谱 仍 位 于 直线 Re (.) = a& ( 见 (5.2.2)) 的 左边 . 我 们 
可 以 修改 (5.2.3) 使 得 


|le4s|| < ess， 对 s > 0. 
由 于 ||(7,9)2。|| 轿 于 某 个 小 € ( 见 (5.2.4)), 由 (5.2.33) 得 
t ~ 
[Z| < eet 二 / es-o)||(2(s), V(s))llas, 
0 
VO <é / e-B(s-0||(2(s), V(s)llds. 
现在 , 我 们 期 望 的 结果 立刻 得 到 : 上 面 的 积分 不 等 式 显示 , 如 果 
II(Z(0), VO) < Ceot， (5.2.34) 


则 


记 
因此 , 如 果 & 充分 小 而 C 充分 大 , 则 ||(Z00, 立 (b) 满足 具有 相同 C 的 (5.2.34). 
我 们 已 经 对 情形 &k = 1 证 明了 定理 , 并 将 对 高 阶 导数 推导 相应 的 估计 . 假设 定理 
对 阶 数 小 于 或 等 于 某 个 g > 1 的 所 有 导数 成 立 . 让 我 们 对 = | 有 | 十 |k2z| =g+1 阶 
导数 证 明 估 计 (5.2.31). 
记 


zol < (1+caEs) IV 


Or (z,v) 


对 大 > 2, 边 值 问题 (5.2.11) 的 解 (z*,v*) 的 导数 (有 Ch 7%, VR ,rs) 满足 方程 


Zk, lt) = /: eo ds, 


(Zki,k2 ) 人， ka) 


ne (5.2.35) 
Ve ,ka (t) = -f[: ee 这 ds. 
回忆 复合 函数 的 求 导 公式 
alg(y(z)) _ oig Oniy. Oty 
35 
Ij1|21, ,jil>1 
其 中 由 和 纱 是 某 向 量 函 数 , p 和 刀 …… , 访 示 9 关于 少 的 所 有 i 


阶 导 数 向 量 , 不 相关 的 常数 因子 Cj 六 与 特 弥 的 汪 数 $ 和 少 无 关 . 应 用 这 个 公式 
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到 (5.2.35) 得 到 (tx ,, Vi k,) 是 下 面积 分 算 子 的 不 动 点 : 


Zh ka (t) 一 / eAltTs) fs ,wv(2*(s), v0” (s), 几 ， 5S)(Zki ka (s), Vki ,ka (5))ds 


十 A A(t— 3) 
Te (2* (8),v*(s)) 


< Deb Zi ,42 (5), VA J11 ,ji2 (3)) “(27 i1 ,ji2 (3) Vi jil st a(s))ds, 


Vamlt) = — [ eBlog (2°(8),v° (8), po, 8)( Zs (8), Vi ka (8))ds 


-> -/: eo-B(s-t) 
元 py (2°(s),v" (8)) 


x 3 Ci (2 J111712 (8s), VV Ee (s)) “(223 i 2(5), Wi (s))ds, 
了 


(5.2.36) 


其 中 里 面 的 和 式 取 遍 所 有 满足 jj1 十 … 十 ji = i，j12 十 … 十 jz 二 ko。 和 对 所 有 
了 二 1,… ,i 有 |jpi| 十 |jp2| > 1 的 多 重 指标 7. 

为 了 对 (2 ;Vis) 推导 估计 (5.2.31), 我 们 按照 与 一 阶 导数 情形 相同 的 步骤 . 
只 需 验 证 , 如 果 (Zi is(s), Wia(s)) 满足 这 些 估计 , 则 (Zh,xs(t), Vk,ks(t)) 也 满足 
具有 相同 常数 C(g + 1) 的 这 些 估计 . 

注意 公式 (5.2.36) 中 第 二 个 积分 仅 包含 阶 数 低 于 或 者 等 于 g = 一 1 的 导数 : 因 
为 | 坟 | 十 … 十 1ji| = ,由 此 得 知 , 如 果 对 某 个 p = 1,… ,i, 有 |jp| = kk， 则 所 有 其 
它 的 ;7 必须 为 零 , 这 是 不 可 能 的 (和 式 取 非 零 多 重 指标 ). 因此 , 按照 归纳 法 假设 , 对 
(5.2.36) 中 的 (23,, ;,,(s)， Vi ja(s)) 估计 (5.2.31) 成 立 . 特别 地 , 如 果 |kz| = 0 (对 wv? 
没有 微分 ) 且 |kila < 6, 则 对 所 有 p= 1,… ,i 有 jpz 三 0 和 |jpila < 6. 因此 在 这 种 
情形 下 ， 


外 2 


Djpa (3)» Vi joa (S))| < Clq)elnlos (5.2.37) 


以 及 
Hi 和 as) Ce tee = C(q)'e oe®. (5.2.38) 


如 果 |kz| 关 0, 则 至 少 有 一 个 jbo 不 等 于 零 , 并 且 乘 积 中 对 应 的 项 可 以 估计 如 下 : 
上 23 (eV 4a SN < Clq)e toe (5.2.39) 


所 有 其 它 项 可 估计 如 下 : 


上 223 jp1,jp2 (s), V, A ,Jp2 (s))|| < OC(g)elirilor (5.2.40) 
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(与 (5.2.31) 比较 : 我 们 用 到 a > 0 和 上 入, 故 eljpilet < elirtler, 也 用 了 6 > 0, 故 
ee 和 1). 由 这 些 估计 得 


和 ||(23,,,702 (8), Vi ,jo2 (SD) < C(g)te-er 一 se(7a1+ laDor 
= Cl(q)ie-B(r—s)+tlkilor. 
最 后 , 如 果 |kz| = 0 但 |ki|a > 8, 则 对 某 些 多 重 指标 ; 这 些 积 可 以 由 (5.2.38) 估计 ， 
其 它 的 由 (5.2.41) 估计 . 注意 , 如 果 |kila > 6, 则 对 s < T+ 有 e-8(7-5)+tlhilar > elkiles. 
即 在 这 种 情形 估计 (5.2.41) 优 于 (5.2.38). 因此 , 如果 |kz| =0 但 |kila > 6, 则 (5.2.36) 


的 第 二 个 积分 中 所 有 积 如 同 |kz| 冯 0 都 满足 (5.2.41). 回忆 f 和 9 的 所 有 导数 一 致 
有 界 . 因此 , 由 上 面 的 考虑 得 到 


t 
JZ a (DO < 1 eo(t—s) || Zi (sjllds 


(5.2.41) 


Cr(g) / eolt—s) elkilasgs 如 果 |kz| 二 0 且 |kila < 

年 > 
C*(q) 1 eolt-s)e-B(r-s)+tlalerds 如 果 |k2| 关 0 或 |hhla > 

0 


| (ON < / ge-B(s-d||Vi ks 人 sllds 
区 


C*(gq) | e-B(st)elhlosgs 如 果 |k2|=0 且 |hila < 4p， 
十 ee 
C*(g) / e-6Gs-be-ar-s+lealerds 如果 |kz| 关 0 或 |hila > 6， 
t 


(5.2.42) 


其 中 C*(gq) 是 某 个 常数 , 以 及 选择 5 > 6 接近 于 5, 使 得 矩阵 B 的 谱 仍 严格 位 于 直 
线 Re (.) = 6 的 右边 . 这 意味 着 对 矩阵 指数 , 下 面 的 估计 (5.2.3) 的 修改 成 立 : 


lle-ssll< ea 对 s>0. 
按照 (5.2.31), 如 果 |ko| = 0 且 lbala < 8, 我 们 有 (Zka(s), Vei,k2(s))l| < C(d + 
1)elmies. 将 它 代 入 (5.2.42) 得 
| 有 sa 人 bs ert(€C(q +1)+C*(g)) [ ellki|—l)asgs 


£C(q+1)+C"*(g) elkalat ， 
(Iki| — Da 


||Vi ,x (t)|| < eBt(€C(g 十 1) 十 c*@a) / e-(B-lkila)sgs 


< 
(5.2.43) 


> 宇和 +1)+C"*(g) eltalat， 
— |kila 
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即 | Zavka(t, 立 aka 人 6b)| 也 满足 具有 相同 常数 C(q + 1) 的 估计 (5.2.31), 只 要 


(€C(g + 1) + C"*(g)) max (Wer 有 < Clg+1) 
ce . 


这 就 完成 了 我 们 对 特殊 情形 |kz| = 0, |kila < 8 的 证 明 . 注意 , 在 推导 (5.2.42) 时 我 
们 主要 应 用 了 明显 的 不 等 式 (这 里 a < b) 


b 本 1 esb 如 果 6>0, 
/ erde < 证 (5.2.44) 
a | [| eso 如 果 5<0 

以 及 条 件 6 一 |kila > 0. 
如 果 |ko| 关 0 或 者 |ki|a > 6, 我 们 有 


I|(Zis ,ska(s), Vi ,ka (s)|| < Clq + 1)e eleler， 


将 它 代 和 人 (5.2.42) 得 


t 
[Zia ON < elgCla + D) + O°(g)e-erelnlor { oto-oas 
0 


€C(g + C*(g) e-B(r—t)elkilar 
-= OX 


本 a (5.2.45) 
||Vi,xa (| < eft(€C(g +1)+ cg)erereeier / e sds 
t 


< EC(q 十 了 + C*(g) e-B(r-belkalar 
BB-B 
(我 们 用 了 8 一 a > 0 和 -68 >0). 由 此 得 知 , 如 果 


(Cla+ d+"(O) max (Fas) < Ctr 


则 ||(2Z,xs (四 ,Vi,ks 的 ) 川 满足 具有 相同 常数 C(g + 1) 的 估计 (5.2.31). 这 就 完成 了 
定理 的 证 明 . 


5.3 ”不 变 叶 层 定理 


为 了 我 们 的 目的 , 上 一 节 引 和 人 的 大 范围 二 分 系统 的 最 重要 性 质 是 某 个 不 变 叶 层 
的 存在 性 . 我 们 将 用 上 面 边 值 问题 对 应 于 7 = +oo 时 的 极限 情形 来 证 明 这 个 叶 层 的 
存在 性 (我 们 在 2.8 节 已 经 用 过 这 个 方法 ). 回忆 称 微分 方程 系统 为 大 范围 二 分 的 , 如 
果 它 有 形式 
z= Az+ f(z,v, 1,t), 
(5.3.1) 
v=Bv 十 gz Al t), 


5.3 ”不 变 叶 层 定理 ,227 . 


其 中 ze R",v e Rm,t 是 时 间 变量 , y 是 参数 向 量 . 函数 f 和 9 是 Cr -光滑 (r > 1)， 
以 及 假设 它们 的 所 有 导数 都 一 致 有 界 . 此 外 , 它们 的 一 阶 导数 对 某 个 充分 小 的 常数 
< 都 一 致 地 小 : 


0O(f,g) 
| Ga 
关于 矩阵 4 和 B, 我 们 假设 下 面 的 估计 对 所 有 的 s > 0 成 立 : 
||e4|| < e®s, 
(5.3.3) 


le 一 “| < eb. 
选择 实数 Y (下 面 7 e (a, 6)). 


定义 5.1 ” 任 取 点 (z0,vo). 设 (zo(t),volt)) 是 在 某 t = to 从 (zo,zo) 出 发 的 轨 
线 . 我 们 用 Ws (zo, vo, to) 记 点 (Zz1, v1) 的 集合 ， 使 得 在 某 t=to 从 (z1, v1) 出 发 的 轨 
线 (z1(t),v1(t)) 对 所 有 t+ 上 > to 满足 


[|(z1(t), v1(t)) ~ (zo(t), vo(t)|| 和 Ce (5.3.4) 


我 们 称 Ws(zo, vo,to) 为 在 上 = 加 点 (20,v0) 的 常规 稳定 或 y - 稳定 集 .5 


定理 5.13 ”对 任何 (zo,vo,t 如 ) 和 任何 y € (a, 6), 常规 稳定 集 Ws 是 下 面 形式 
的 C4 - 光滑 流 形 (其 中 gq 是 满足 ga < 8 和 q<&r 的 最 大 整数 ): 


Y= 9p(z; zo, vo, to, 4), 
其 中 函数 wp 不 依赖 于 7y, 它 对 所 有 z 有 定义 且 连 续 依 赖 于 (zo, vo, ,to). 
证 明 ”如 同 在 上 一 节 , 对 任何 r, 解 (z(t), v(t)) 满足 下 面 的 积分 关系 式 


z(t) = eAlt—to)z(to) + f[: Alt-s) f(z(s),v(s), 1 s)ds 
(5.3.5) 


v(t) =e B"Hv(7) 一 人 eB(st)g(z(s),v(s), p, s)ds 
因此 , 如 果 点 (zi,v1) 属于 点 (zo,vo) 的 7 - 稳定 集 , 那么 
z1(t) — zolt) = eAltTto) (z(to) — zo(to)) 


+/ els) [f(z1(8), v1(s), 1, s) — f(z0(s), vo(s), p, s)]ds, (5.3.6) 


vi(t) — volt) = — e Bs Dg(z1(s), v1(s), ps) — g(zo(s), vo(s), 1, s)]ds 


5 这 里 我 们 考虑 初始 时 刻 是 t = to, 因为 我 们 考虑 的 是 非 自治 系统 , 所 以 不 同 的 初始 时 刻 对 应 
于 不 同 的 轨 线 . 当然 , 在 自治 情形 这 里 的 f 和 9 就 不 依赖 于 时 间 值 to. 
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(我 们 考虑 到 对 任何 固定 的 t, 当 r 一 +oo 时 e-Ber-beyr 0, 且 由 y - 稳定 集 的 定 
XX vl(7) — vo(7) = O(err)). 
记 C(t) = 1(t) 一 20(t),n(t) = wi(t) 一 vo(t). (5.3.6) 的 解 是 积分 算 子 


_ t 
C(t) = eAltto)Co + / ee f(zols) + C(s), vo(s) + 7(s), As) 


—f(z0(s), vo(s), HA s)]ds, 


(5.3.7) 
A(t) = — e-a(e-9[g(zo(s) + C(s), vo(s) + n(s), 1, 5) 
—g{zo(s), vo(s), 几 ， 5)]ds 
的 不 动 点 , 其 中 60 = zi(to) 一 zo(to). 由 (5.3. 7) 得 
[ECO < eac-ellcoll + f[: ed ee | IicCe), ns)llas, 
(5.3.8) 


I < 炎 . eB(e- 引 | 1c(s),n(s)llas. 


以 这 个 估计 为 基础 我 们 立刻 看 到 , 对 任何 Ye (a, 6), 如 果 函 数 (4(s),n(s)) 是 按 
7 一 范 数 有 界 , 即 对 所 有 s > to 满足 


6(s), 7{()N| 和 Ce ， (5.3.9) 


则 算 子 (5.3.7) 将 这 样 的 函数 映 为 满足 同一 条 件 的 函数 (C(t),75(t))， 此 外 , 如同 定理 
5.11( 比 较 (5.2.17)), 我 们 可 以 证 明 在 所 考虑 的 情况 下 , 这 个 算 子 在 赋予 7 - 范 数 的 由 
满足 (5.3.9) 的 函数 构成 的 Banach 空间 Hlo,+w) 中 是 压缩 的 . 

因此 , 按照 Banach 压缩 映射 原理 , 对 任 给 zi(to), 系统 (5.3.6) 有 满足 (5.3.4) 的 
唯一 解 (z1(t),v1(t)). 由 唯一 性 , 这 个 解 不 依赖 于 > 在 区 间 (a, 8) 中 的 选择 . 

由 定理 3.25 解 连续 依赖 于 (zo,vo,to, 1) 以 及 初始 值 z = zi(to) = zolto) 十 C0. 特 
别 地 , 我 们 得 知 v = vi(to) 是 z = zi(to) 的 连续 函数 . 因此 , 我 们 证 明了 任何 点 zo 的 
常规 稳定 流 形 是 某 个 连续 函数 v = w(z) 的 图 像 . 

现在 我 们 来 证 明 常 规 稳定 流 形 的 Cs - 光滑 性 . 这 等 价 于 (5.3.6) 的 解 (z1(t),v1(t)) 
关于 初始 条 件 z(to) 的 Cs - 光滑 性 . 由 (5.3.6) 的 形式 微分 , 我 们 有 一 阶 导数 


本 _ /Oz(t) Ov1(t) 
(Z (t),V (t)) 一 Ca 区) 》 


当 它 存 在 时 , 满足 方程 


Feb = eAlt-to) + / eA- po (21 (8),01(8), ps)(2°(8), V*(s))ds, 
(5.3.10) 


V(t) =— J. eB-0g, ,219), (8), ps)(2°(8), V*(s))ds. 


人 
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进一步 , 高 阶 导数 
，。 _/ Btzi(t Orv(t) 
(22 (0), V(t)) = ( 二 2 ) 
必须 满足 
Z(t) = eats) f! ,(z1(s), v1(s), 1, s) (ZE(s), Vi (s))ds + P(t), 
i (5.3.11) 
W(t) = J e- Bs-0)g, ,(z1(8), v1(s), ps)(2%(s), Vi (s))ds — Que), 
其 中 
P(t) = A 
. i=2 起 可 (za(sjiua(s)) 
x DC) (Ds), Vi(s))ds 
so a (5.3.12) 
= e—B(s—t) 9 
Qx(t) 人 一 5(z oj 和 
X >》, CE Vi (8)) *** (23.(s), Vi (s))ds. 
有 1 十 … 十 ji 二 
因此 , 当 对 7 < (如 , 太 ) 已 知 时 ,上 阶 导数 (有 ,VE) 是 算 子 
Z(t) = } eis) f(z1(s), v1(s), 1, s)(2Z(s), V (s))ds + P(t), 
| (5.3.13) 


十 oo 
大 让 二 = / e-B(e-t)g, ,(z1(s), va(s), ps)(Z(s), V(s))ds — Qi(t) 


的 不 动 点 . 

这 些 方 程 类 似 于 边 值 问题 (5.2.11) 解 的 导数 的 方程 (5.2.35), (5.2.36). 如 同 定理 
5.12, 用 完全 相同 的 方法 我 们 可 以 证 明 , 对 7 < &, (5.3.12) 中 的 (3(s),V(s)) 对 小 的 
< 满足 

1123(s), VY (S)I| < Ceme(oio) +e)s, (5.3.14) 
则 对 ka < 6, 定义 Q(t) 的 积分 收敛 , 且 
上 P(t), Qk(2)1| < 常数 ee 


此 外 , 算 子 (5.3.13) 将 依 7 - 范 数 有 界 的 函数 (2(t),V(t)) 的 空间 映 为 它 自己 , 只 要 
YE (eds ka),5), 且 它 在 这 个 范 数 下 是 压缩 的 . 

因此 , 一 旦 满足 (5.3.14) 的 (27(s),V*(s)) 对 7 < 已 知 , 则 对 7 =k, (5.3.11) 
的 形式 解 (人 0(s), WE(s)) 存在 且 满 足 (5.3. 14) 由 归纳 法 我 们 得 到 按 7 - 范 数 有 界 的 
(>y e (max(a, ka), 8)) 直到 9 阶 的 形式 导数 (2C(s), V2*(s)) 的 存在 性 . 
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为 了 证 明 这 些 形式 导数 是 实际 的 导数 , 我 们 将 证 明 系 统 (5.3.6) 的 解 (z1(t), v1(t)) 
是 上 一 节 讨 论 过 的 具有 边界 条 件 (z0 = zi(to) = zo(to) + 6o,ol = vo(7)) 的 边 值 问题 
的 解 ( 季 (b, 好人) 在 7 一 +oo 时 的 极限 , 且 对 每 一 个 k= 1,… ,g, (z*(t),w*(t)) 关 
于 z? 的 阶 导 数 (Z(t), Vi ()) 收敛 于 (5.3.12) 的 解 (如 (), Vi (t)). 确切 地 说 , 我 
们 将 证 明 在 任何 固定 的 有 限时 间 区 间 上 


sup||(z7(t), v7()) — (a(t), mlb)| — 0 当天 一 上 +oo (5.3.15) 
以 及 
kK/ > 六 水 
i sy (ax(0, v0) 一 0 当 r 一 +oo k=l,...,g, (5.3.16) 


由 此 立刻 得 知 (2z1(#),v1(t)) 关于 zo 的 Cs - 光滑 性 . 
为 了 证 明 (5.3.15), 注意 由 (5.3.7) 给 出 的 算 子 是 下 面 算 子 的 极限 : 


C(t) 一 ee 60 十 et f(zo(s) + C(s), vo(s) + n(s), 1 9) 


—f(zo0(s), vols )» HH, s)] ds, (5.3.17) 
J/ e-B0e-9[g(zo(s) + C(s), vo(s) + n(s), ps) 
Mt) = ) —g(zo(s), vo(s), p., s)]ds 对 t< 7 
0 对 t> 7. 


更 确切 地 说 , 当 r 一 +oo 时 , 定义 在 对 某 7 e (a,B) 依 7 - 范 数 有 界 的 函数 (C,n) 
的 空间 上 的 算 子 (5.3.17), 对 任何 Y e (7,6) 在 - 范 数 下 以 (5.3.7) 为 其 极限 算 子 . 
为 证 明 这 个 论断 只 需 验 证 


十 oo 
/ eB(s-t)[g(zo0(s) + ¢(s), vo(s) + n(s), 1, s) 
max(t,7) 
—g(zo(s), vo(s), 1p, s)Jds|| 一 0 当 7 一 ++o0, 
只 要 ||c(s),n(s) 咱 < CeYs. 这 个 积分 可 以 估计 如 下 : 


十 ce 
| / Va [g(zo(s) + & (s), vo(s) + 7(s), 4, s) — g(zo(s), vo(s), 1., s)] adsl 


Sup 
t 之 to 


十 oo 
< e-7 人 es dg)ll IC(s), n(s)llads 
max(t,7) 


a 二 CE 7 
< Cte-Y / e-B(s-t)evsds 一 e(B—7Y)te(y—B) max(tir) 


max(t,T) 


因此 , 由 于 7 <Y < 86, 我 们 有 


十 co 
sup 人 ee [g(zo(s)+C (s)， vo(s)+n(s), 几 ， 5) 一 9(zo(s)， vo(s), 几 ， s)] dsl| 


t>0 


C 


a 
< elY TY) 
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又 因为 y > 7, 这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 

由 于 压缩 算 子 的 不 动 点 连续 依赖 于 参数 , 得 知 当 r 一 +eo 时 (5.3.17) 的 不 动 点 
(7) 在 YY- 范 数 下 趋 于 (5.3.7) 的 不 动 点 (C%,m%). 对 有 限 数 7, (5.3.17) 的 不 动 
点 (6993) 表示 为 (在 区 间 t € [to， 7] 上 ) 具有 边界 条 件 zo = zo(t0) + C9,v! = vo(7) 
的 边 值 问 题 的 解 (z(t),v*(t)) = (zo(t) + Ct(t), vo(t) + rp (t)). 

因此 ，(z#(t),w()) 按 y - 范 数 收敛 于 (5.3.6) 的 解 (z(t),v1(t)) = (zo0(t) + 
C3), vo(t) 十 5%()), 由 此 , (5.3.15) 显然 得 到 . 

如 我 们 在 5.2 节 中 已 经 指出 的 , 关于 边界 值 的 形式 微分 是 确定 (z*,w*) 的 导数 的 
正确 方法 . 就 是 说 ,大 阶 导 数 (2x,(t), Vi*(t)) 是 作为 下 面 算 子 的 不 动 点 得 到 的 : 


z0= | hat- 天 ,22(8), v2(8), ps)(2(8), V(s))ds + Per(t), 
te (5.3.18) 
二 / ce-B(e-9g (z+(8),v*(8), 1 s)(2(s),V (s))ds — Qk (t), 


其 中 


A(t—s) 
Per (t) f[: > pe (zy?(s),uz(s)) 


x >》, CT 人 Zr(s)， TY 让 (5)) (23.7(s), Viir(s))ds, 
六 +… 十 让 一 (5.3.19) 


一 一 已 (s 一 了 O'g 
Qkr lt) =-/ p O20) | ea 
x 2 CE N75), V7(s)) (QTr(s) Viir(s))ds. 


有 1 十 … 十 711 二 
算 子 (5.3.18) 将 按 7 - 范 数 (y e (ka, 6)) 有 界 的 函数 映 为 在 同一 范 数 下 的 有 界 函 数 ， 
且 在 这 个 范 数 下 对 所 有 7 它 一 致 压缩 ( 见 定理 5.12). 因此 , 这 个 解 满足 


||28, (8), Vi (t)|| < Cetmax(o ko) te)t, (5.3.20) 


现在 , 取 ko < 9 且 假 设 对 所 有 k < ko, (5.3.16) 成 立 . 我 们 通过 (5.3.18) 的 第 二 
个 方程 在 上 > + 上 假设 恒 等 于 零 来 将 算 子 (5.3.18) 扩展 到 对 所 有 t > to 都 有 定义 的 
函数 空间 上 . 如 上 , 可 以 看 出 在 按 7 - 范 数 (7 e (ka, 8)) 有 界 的 函数 空间 中 , 积分 算 
子 按 * - 范 数 (y e (Y,6)) 连续 依赖 于 7, 且 当 Fr 一 +co 时 它 的 极限 由 算 子 (5.3.11) 
给 出 . 

事实 上 , 由 (5.3.15) 以 及 假设 对 所 有 的 ; < ko, (5.3.16) 成 立 , 我 们 有 


t 
| 天 的 一 及 (lw < supe™™’ / et gy(s, 7)ds, 
t>to to 
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其 中 , 在 s 的 任何 固定 的 有 界 区 间 上 一 致 地 有 2(s,7T) 一 0 ( 当 一 +oo). 因此 , 对 
于 当 7 一 +co 时 趋 于 无 穷 的 某 tr)， 


t 
lim ||B(t) ~— Pr(t)y < 1i 一 Tt ct 一 5) 
im IP(t) ~ Per (Py ca pe 人 e p(s, 7)ds. (5.3.21) 


注意 , y 是 (5.3.12) 和 (5.3.19) 的 积分 中 的 两 个 和 式 之 间 差 的 范 数 , 因此 由 (5.3.14) 
和 (5.3.20) 得 
yp < 常数 es. 
将 这 加 入 到 (5.3.21) 给 出 
lim |.Qt) 一 Br(t)l|y < 常数 bm el YH) =0. 


T 一 十 CC 


用 同样 的 方法 得 


十 co 
lim ||OxGb 一 Qhr(blly < 常数 lim su er | eB(s-t)ersds, 
了 一 十 co ( Y 了 一 十 oo pa max(t,7) 
因此 

lim |lOx 人 的 一 @kr 人 = 0. 


完全 类 似 地 , 我 们 可 证 明 对 (5.3.18) 中 的 第 一 个 和 式 过 渡 到 (5.3.11) 的 极限 的 准确 
性 . 

由 于 压缩 算 子 的 不 动 点 连续 依赖 于 参数 ， 当 r -~ +oo 时 (5.3.18) 的 解 的 极限 
( 按 Y - 范 数 , 因此 在 t 的 任意 有 限 区 间 按 通常 的 范 数 ) 是 (5.3.11) 的 解 (Z% ,Vi )， 
因此 , (5.3.16) 对 所 有 kk < ko < g 的 准确 性 导致 它 在 = ko 的 准确 性 . 由 归纳 法 我 
们 得 到 (5.3.16) 对 所 有 的 k < g 成 立 , 这 就 给 出 了 我 们 的 定理 . 


注 ” 流 形 Ws 对 所 有 7 e (oa 6) 是 相同 的 . 因此 , (zo,vo,to) 的 常规 稳定 流 形 上 
点 的 轨 线 对 在 这 个 区 间 内 的 任何 + 满足 (5.3.4), 因此 它们 满足 


中 za v1(t)) — (zo(t), volt))|| = o(e™’). (5.3.22) 
注意 , 流 形 Ws(z0, vo,to,y) 一 般 关于 系统 (5.3.1) 不 是 不 变 的 , 只 有 当 系 统 为 自 
治 且 (zo,vo) 是 平衡 态 的 情形 是 例外 . 在 这 种 情形 下 , Ws 是 其 向 前 轨 线 按 7 - 范 数 
趋 于 平衡 态 的 点 集 : 
||(z(t), v(t)) — (20, vo)l| = o(e™’). 
因此 , 由 定义 它 是 不 变 流 形 . 
在 一 般 情 形 , 所 有 常规 稳定 流 形 的 集合 构成 扩展 相 空 间 R"+m x R! 的 不 变 叶 层 


(其 中 R! 表示 时 间 轴 ). 事实 上 , 如 果 某 点 (21,w) 属于 某 个 其 它 点 (zo, wo) 的 常规 稳 
定 流 形 , 则 由 Ws 的 定义 , Ws(z1,v1,to,p) = W3(zo,vo,to, 4). 因此 , 如 果 两 个 常规 稳 
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定 流 形 在 某 点 相交 , 则 它们 必须 重合 . 从 而 ， 事实 上 这 些 流 形 的 集合 是 连续 叶 层 . 为 
了 证 明 它 是 不 变 叶 层 , 只 需 指 出 XW (zo, vo, to, K) = Wa (zo(t), vo (lt), to + t, 4) (我 们 
用 Xi 表示 系统 轨 线 的 时 间 t 移 位 ). 如 果 系 统 是 自治 的 , 则 Ws 不 依赖 于 初始 时 刻 
to, 故我 们 有 相 空间 的 不 变 叶 层 . 如 果 系 统 是 非 自 治 的 , 上 且 以 某 周 期 周期 性 依赖 于 
时 间 , 则 任何 曲面 (t = to = 常数 ) 是 截面 , 沿 着 系统 轨 线 的 时 间 人 移 位 是 Poincaré 
映射 (z,v) 一 (z( 如 二 7T),v(tto 十 Z)). 由 周期 性 , Ws 7(z0, v0, to, 4) = Wi (zo, vo, to+ T, y). 
因此 , XrW3(zo, vo,to, 4) = Ws(zo(to 十 芽 ),vo(to 十 了 T),to, 4), 由 此 得 知 , 在 截面 上 的 
常规 稳定 流 形 集 是 Poincaré 映射 的 不 变 叶 层 . 

因此 , 定理 5.13 建立 了 具有 形 如 w= Pp(z; zo,v0;to) 的 Cs - 光滑 叶片 的 连续 不 
变 叶 层 的 存在 性 . 记 


更 (zo, vo, to, 4) = ¥| 
函数 更 定义 不 变 叶 层 叶 片 的 切线 场 :{(o - wo) = B(zo0,vo,to, 4)(z — z0),t = to}. 这 个 
场 必 须 关 于 线性 化 系统 是 不 变 的 . 不 变 叶 层 的 叶片 被 切线 场 的 积分 所 覆盖 . 即 每 个 
叶片 满足 方程 (对 每 个 固定 的 如 ) 


Ov 
Oz 
因此 , 作为 上 面 微 分 方程 的 解 , 函数 v = yp(z; zo0,vo,to, 4) 必须 至 少 关于 初始 条 件 
(z0; v0;to) 和 参数 人 有 如 更 相同 的 光滑 性 . 
一 般 地 , 苑 数 下 (以 及 yp) 关于 (z0,vo,to,4) 不 是 光滑 的 . 我 们 来 更 详细 地 研究 
叶 层 的 光滑 性 问题 . 设 5 > 0 是 常数 使 得 轨 线 (z(t),v(t)) 关于 初始 条 件 (zo,vo) = 
(z(t0),v(to)) 和 jy 的 导数 满足 下 面 的 估计 


O* (z(t), v(t)) 
O(z0, vo, 4) 


= B(z,v, to, 1). (5.3.23) 


< 常数 exBt. (5.3.24) 


可 以 证 明 当 甜 阵 


的 谱 严 格 位 于 虚 轴 的 左边 时 , (5.3.2) 中 界定 f 和 9 的 导数 的 常数 & 可 以 取得 如 此 


小 ,使 得 所 有 的 导数 全 (< 由 有 界 . 因此 在 这 种 情形 下 二 0. 

一 般 地 , 取 使 得 B 的 谱 (以 及 4 的 谱 ) 严格 位 于 直线 Re(-) = 的 左边 . 此 
时 估计 (5.3.24) 成 立 , 只 要 & 取得 充分 小 . 注意 , 对 固定 的 5, 增加 估计 (5.3.24) 中 的 
导数 阶 数 得 要 求 缩小 常数 & 的 值 
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由 定理 5.13 的 证 明 得 知 , 定义 不 变 叶 层 叶 片 的 切线 的 函数 等 于 V*(to), 其 中 
Y” 是 积分 方程 系统 (5.3.10) 的 解 ，(z1(s),v1(s)) 现在 等 于 (zo(s),vo(s)) (点 (zo,wo) 
的 轨 线 ). 由 于 (5.3.10) 中 的 函数 z(t) 和 v(t) 依赖 于 初始 条 件 (z(to), v(to)) = (z0, vo)， 
解 V* 也 是 (zo,wo) 的 函数 .如 在 定理 5.13 的 证 明 中 , 可 以 验证 V* 关于 (z0, vo, 1) 
的 导数 可 以 作为 用 (5.3.10) 的 形式 微分 所 得 的 对 应 积分 方程 的 解 求 得 . 就 是 说 ,大 阶 
导数 


大 


0 
Z*0 此 人 一 水 站 
( k ,Vk ) Bia or ne ,VV ) 


是 算 子 


Z9 = /estseloholehs(Z(e)VG)as 


yf Re . (一 vo, nw)i jf v (2(3), v(s), 1 3 9)) (ZR2i(s), VEOi(s))ds, 


十 co 
V(t) =- . e-B(e-d)g, ,(z(s),v(s), 1 s)(2(s), V(s))ds 


十 oo 人 
+ ee (Bs), 0(s),h ®) ) (Zio io， Veoi(s))as 
(5.3.25) 
的 不 动 点 . 
为 了 确认 这 个 算 子 的 不 动 点 给 出 (2Z*,V*) 的 & 阶 导数 , 我 们 可 以 考虑 依赖 于 7 
的 算 子 族 , 其 中 第 二 个 方程 中 积分 的 无 限 上 限 由 r 代替 , 然后 令 r 一 +o0 取 极 限 .6 
由 (5.3.24), (5.3.25) 中 的 导数 


6 
Bo won (人 9) v(z(s),v(s), 1, s) 
如 上 面 对 常数 ei8s 那样 估计 . 以 此 估计 为 基础 我 们 可 以 看 到 , 如 同 定理 5.12 的 证 明 ， 
(5.3.25) 中 的 积分 收敛 , 只 要 
a+kB<pb. (5.3.26) 


此 外 , 对 任何 r, 所 考虑 的 族 中 的 算 子 将 按 7 - 范 数 (满足 Ye (a 十 kB,B)) 有 界 的 函 
数 空间 映 为 它 自己 , 并 且 在 这 个 空间 关于 r 是 一 致 压缩 的 . 

因此 , 我 们 得 到 函数 下 是 C* 的 , 其 中 大 是 使 得 (5.3.26) 成 立 的 最 大 可 能 的 整 
数 . 当然 , 微分 的 阶 数 不 可 能 高 于 (r - 1), 因为 (5.3.10) 的 右 端 包含 Cr-1 - 光滑 函 
数 (f,9) 7 于 是 我 们 得 到 下 面 的 结果 . 


6 注意 对 有 限 的 ~, 解 的 形式 导数 就 是 真实 导数 ( 见 2.8 节 对 应 的 论述 ). 
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”” 引 理 5.2 ”如 果 对 某 个 > 0, 矩阵 B 和 4 的 所 有 特征 值 严格 位 于 直线 Re(.) = 
8 的 左边 , 则 由 常规 稳定 流 形 所 得 的 叶 层 是 Ck - 光滑 的 (只 要 (5.3.2) 中 的 常数 充 
分 地 小 ), 其 中 天 是 满足 上 < (8 一 a)/6 和 kk <r--1 的 最 大 整数 . 


在 r= +oo 且 =0 的 情形 ( 即 4 和 B 的 特征 值 严 格 有 负 实 部 ), 这 个 引 理 说 
明 叶 层 是 C™ - 光滑 的 . 反之 , 如 果 B 有 特征 值 在 虚 轴 上 , 则 5 必须 取 正 数 , 且 对 任 
何 固定 的 & 值 , 我 们 仅 得 有 限 光 滑 的 叶 层 . 

定理 5.13 和 引 理 5.2 是 主要 的 技术 性 结果 , 我 们 将 用 它们 来 证 明 中 心 流 形 定理 
以 及 整个 这 部 书 中 局 部 不 变 流 形 的 其 它 定 理 . 注意 , 应 用 这 些 结 果 到 由 时 间 反 向 从 
(5.3.1) 得 到 的 系统 , 我 们 得 到 由 形 如 z = w(v) 的 常规 不 稳定 流 形 所 得 的 其 它 不 变 叶 
层 的 存在 性 . 

我 们 强调 , 由 上 一 节 引 入 的 这 类 边 值 问题 的 研究 不 仅 是 为 建立 不 变 流 形 定理 , 而 
且 也 用 在 非 局 部 分 支 的 分 析 上 . 记 住 这 类 结果 对 将 来 的 应 用 , 特别 我 们 注意 下 面 的 
观察 , 事实 上 , 在 定理 5.12 的 证 明 中 已 经 提 到 . 


引 理 5.3 设 (z*( 亿 zoom zolulr,A)) 是 系统 (5.3.1) 的 边 值 问题 
2*(0) = z0,v*(7) = v1 的 解 , 令 z 和 wv! 依赖 于 r, 使 得 当 r 一 +oo 时 (z*(0),v*(0)) 
有 某 个 有 限 极 限 (z0,v0). 则 v*(0) 关于 z? 的 导数 趋 于 也 数 B 在 点 (zo,vo) 的 值 , 其 
中 B 定义 常规 稳定 流 形 的 切线 . 


为 了 证 明 这 个 引 理 , 注意 到 由 假设 , 边 值 问题 的 解 (z*(t),v*(t)) 在 任何 固定 的 有 
限 t 区 间 上 一 致 地 趋 于 (zo,vo) 的 轨 线 . 因此 , 引 理 的 论断 没有 更 多 的 东西 , 仅 重复 
定理 5.13 证 明 的 要 求 , 即 在 k = 1 积分 算 子 (5.3.18) (有 限 7) 的 不 动 点 有 (5.3.10) 
的 解 (7 = +oo) 为 极限 . 用 相同 方法 从 (5.3.16) 得 知 在 引 理 5.3 的 假设 下 , v*(0) 关于 
20 的 所 有 直到 9 阶 的 导数 当 r 一 +oo 时 都 有 有 限 的 极限 (这 里 g 是 满足 va < 6 
和 gq < 7 的 最 大 整数 ). 


5.4 ”中 心 流 形 定理 的 证 明 


在 这 一 节 我 们 完成 对 中 心 流 形 定理 的 证 明 . 事实 上 , 我 们 将 证 明 更 一 般 的 结果 ， 
它 包含 了 本 书 所 有 的 局 部 不 变 流 形 定理 . 
考虑 定义 在 平衡 态 O(0,0) 小 邻 域内 的 微分 方程 局 部 系统 


z= Az+t f(z,v, 1) 
(5.4.1) 


v= Bv+g(z,v, 1). 
假设 
f{0,0,0) = 0，g(0,0,0) = 0，(f,9)»,,(0, 0,0) = 0， 
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还 假设 矩阵 4 和 B 满足 不 等 式 (5.3.3), 即 对 应 于 矩阵 4 的 特征 值 的 特征 指数 必须 
位 于 复 平面 的 直线 Re(.) = a 的 左边 , 其 它 的 特征 指数 位 于 直线 Re(.) = B 的 右边 . 
如 同 在 5.2 节 证 明 的 , 这 个 系统 可 以 扩展 到 整个 相 空 间 并 使 得 所 得 系统 是 大 范围 二 
分 的 . 于 是 由 定理 5.3 得 知 不 变 流 形 的 存在 性 , 即 点 O 的 y - 稳定 集 的 存在 性 . 事实 
上 , 存在 不 同 的 不 变 流 形 , 它们 依赖 于 我 们 是 如 何 把 相 变 量 划 分 成 “z” 和 “wv” 部 分 : 
对 a 和 6 的 不 同 选择 导致 特征 指数 的 谱 的 不 同 隔离 , 因此 给 出 不 同 的 不 变 流 形 . 


定理 5.14 ” 设 对 某 个 6 > a, 系统 (5.4.1) 的 平衡 态 O 有 ” 个 特征 指数 位 于 复 
平面 的 直线 Re(.) = a 的 左边 , 其 它 m 个 特征 指数 位 于 直线 Re (.) = 6 的 右边 . 如 
果 a < 0, 则 在 /= 0 系统 有 唯一 确定 的 强 稳定 ( 非 主 ) 不 变 Cr - 流 形 Wss, 它 在 O 
切 于 {fo = 0}, 和 且 包含 所 有 当 t 一 +oo 时 对 任何 0> > a 的 比 ert 还 快 地 指数 式 趋 
于 O 的 轨 线 . 如 果 当 / 变化 时 平衡 态 不 消失 , 且 连 续 地 依赖 于 p, 则 Wss 也 连续 依 
赖 于 p. 此 外 , 如 果 系 统 关 于 所 有 的 变量 包括 /是 Cr - 光滑 , 则 流 形 Wss 关于 是 
C71 一 光滑 (Ws 的 切线 关于 所 有 的 变量 是 Cr-:1 - 光滑 ). 


定理 5.15 ”在 上 面 定 理 的 假设 下 , 如 果 a > 0, 则 对 所 有 小 的 几 系统 有 扩展 稳 
定 不 变 Ca - 流 形 WsE( 其 中 g 是 满足 ga < 6 和 9 < r 的 最 大 整数 ), 当 jy ==0 时 
它 在 0 切 于 {vw = 0}, 并 且 包 含 对 所 有 正 时 间 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 的 轨 线 的 集合 
Nt. 虽然 WS 不 唯一 , 但 它们 中 的 任何 两 个 在 N+ 的 每 一 点 都 有 相同 的 切线 . 此 
外 , 当 W535 写 为 形式 v = 9p*2(z) 时 , 函数 p53 所 有 直到 q 阶 的 导数 在 N+ 的 一 切 
点 都 唯一 确定 . 流 形 Ws 连续 依赖 于 jv, 且 如 果 系 统 关 于 所 有 的 变量 包括 jy 是 Cr 
=- 光滑 , 则 流 形 Ws5 关于 y 是 C? - 光滑 的 . 


在 这 些 定理 的 证 明 中 , 局 部 流 形 Ws 和 Ws 是 作为 系统 (5.3.1) (由 扩展 局 部 
系统 (5.4.1) 到 整个 相 空 间 及 m+” 得 到 ) 的 不 变 流 形 Ws 与 在 原点 的 平衡 态 O 的 小 
邻 域 的 交 出 现 . 回忆 Ws 是 0 的 y -稳定 集 , ye (a,6). 在 a < 0 的 情形 , 我 们 可 以 
选择 为 负 值 , 于 是 Ws 的 瞧 一 性 直接 由 定义 得 到 : Wss 是 所 有 趋 于 O 时 快 于 指 
数 ert 衰减 的 轨 线 的 集合 . 如 果 a > 0, 则 7 > 0, 因此 流 形 Ws 变 成 系统 (5.3.1) 从 
原点 发 散 充 分 慢 的 轨 线 集合 . 因而 , 在 O 的 小 邻 域内 哪些 点 包含 在 Ws2 中 , 依赖 于 
我 们 如 何 将 局 部 系统 (5.4.1) 扩展 到 整个 相 空间 . 这 导致 Ws 不 是 由 局 部 系统 唯一 
确定 的 . 尽管 如 此 , 不 管 局 部 系统 的 扩展 方法 如 何 , 集合 N+ 中 所 有 点 , 由 于 它们 是 
由 永 不 离开 O 的 小 邻 域 的 向 前 轨 线 组 成 , 按 定义 对 任何 y > 0, 它们 都 属于 O 的 7 
- 稳定 集 . 因此 , 每 一 个 流 形 Ws8 包含 N+. 在 N+ 上 的 任何 点 W355 的 切线 的 唯一 
性 不 能 直接 从 定理 5.13 得 到 , 但 仍然 可 从 它 的 证 明 中 得 到 . 事实 上 , 我 们 已 经 证 明 

by = V"*|=0, 


已 一 Z0 


其 中 V* 可 作为 积分 方程 
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t 
Z*(t) = e4t 十 1 e4C-9(12(zo(s) vo(s), 1)2°(s) 
+ 让 (z0(s), vo (s), FH 5)T” (s))as， 
(5.4.2) 
十 oo 
V°(t) = / e-B(s-)(g, (zo(s), vo(s), 1)2*(s) 


+gu(z0(s), vo(s), L)V*(s))ds 


的 解 求 得 , 这 里 (zo(s),vo(s)) 是 点 (zo,vo) = wsE(zo) 的 轨 线 . 由 定理 5.13 的 证 明 
得 知 这 个 解 以 及 关于 zo 直到 (q - 1) 阶 的 所 有 导数 都 是 唯一 确定 的 . 因此 , 由 于 对 
(zo,zo) E NT+, 这 点 的 轨 线 仅 由 局 部 系统 确定 , 由 此 得 知 , 对 N+ 中 所 有 的 点 , os 的 
导数 是 唯一 确定 的 . 


考虑 Ws 关于 参数 j 的 光滑 性 , 我 们 指出 在 a > 0 的 情形 , 可 以 把 方程 j. = 0 
加 入 到 系统 (5.4.1), 使 得 / 包含 在 变量 z 之 中 . 因此 , 在 这 种 情形 下 , 关于 / 的 光滑 
性 与 关于 z 的 光滑 性 相同 . 如 果 a < 0 这 就 不 再 成 立 了 , 且 非 主流 形 关于 参数 的 光 
滑 性 不 由 定理 5.13 得 出 . 我 们 在 下 面 将 以 更 一 般 的 框架 通过 讨论 相应 的 不 变 叶 层 的 
光滑 性 来 研究 这 个 问题 . 

定理 5.14 和 定理 5.15 允许 我 们 重建 局 部 不 变 流 形 的 下 面 的 分 层 . 在 平衡 态 O 
附近 选择 坐标 系 使 得 系统 的 线性 部 分 取 Jordan 形 . 一 般 地 , 我 们 有 


Yi = Aiyi filz, YZ, 4), 
2 = Ci + hj(z,Y, z, 4), (5.4.3) 
T= Bzr+ 9(Z; 2 z, 4), 

其 中 珑 阵 4; 的 谱 位 于 复 平面 的 直线 Re(.) = ai 上 , B 的 谱 位 于 虚 轴 上 ,7 矩阵 Cy 的 


谱 位 于 直线 Re(.) = B; 上 (这 里 指标 i 和 7 假设 取 有 限 值 ). f,g 和 是 非 线性 函数 . 
设 


"<a<a<0<H < < 一 …， 


按照 上 面 的 定理 , 下 面 结果 成 立 . 
定理 5.16 存在 常规 稳定 的 光滑 局 部 不 变 流 形 序列 


"CW, CW CWCWTC..., 


7 在 结构 稳定 情形 , 没有 这 部 分 谱 . 
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其 中 不 变 流 形 的 类 型 是 


Wei; : (2 2 ,Yi1) = pi (Yis Yit1,*), 

W211 : (2,2) = pi" (Y), 

We : z= 9° (2,y, 1), 

WS : (zi+11°*) = pF (2,Y, 21,:. ,27, 1), 
这 里 函数 yp 及 其 导数 在 0 为 零 . 


其 中 , 具 负 指标 的 流 形 由 定理 5.14 给 出 , 其 它 的 由 定理 5.15 给 出 . 由 构造 它们 
彼此 嵌入 : 对 某 个 大 范围 定义 的 系统 , 它们 是 点 O 对 应 的 常规 稳定 流 形 的 局 部 片 , 由 
定义 后 者 彼此 嵌入 一 一 轨 线 按 y - 范 数 收敛 于 O, 以 及 对 任何 y' > 7, 轨 线 按 7 - 
范 数 也 收敛 于 O. 

流 形 Ws 是 5.1 节 的 中 心 稳定 流 形 , 流 形 Ws, 在 这 里 是 强 稳定 流 形 . 如 果 平 衡 
点 是 结构 稳定 , 则 不 存在 特征 指数 在 虚 轴 上 , 流 形 W3 是 O 的 稳定 流 形 . 它 在 y = 0 
与 Ws1 重合 , 而 流 形 Ws, 现在 是 2.6 节 的 非 主流 形 , 其 它 流 形 Ws, 因此 是 那 节 定 
义 的 Wsss, Wasss, 等 等 . 

对 结构 稳定 的 鞍点 ,，WH# 给 出 2.7 节 定 义 的 扩展 稳定 流 形 . 在 O 的 所 有 特征 指 
数 都 具有 正 实 部 , 且 O 是 完全 不 稳定 的 情形 , O 的 流 形 Ws 是 2.6 节 引 入 的 主 不 稳 
定 流 形 . 

将 定理 5.14 和 定理 5.15 应 用 到 由 改变 时 间 方 向 从 (5.4.1) 导出 的 系统 , 我 们 得 
到 下 面 的 常规 不 稳定 不 变 流 形 序列 


CW CW CWCWYC..., 
其 中 
Wei : (yit1,.*) = WE (Tz, 01 ,Yis 4) 
Wo :y= WC (7,z, 1), 
WY : (2,9) = $1 (2), 
WY : (T9210 ,271) = DY 27, 7+1"**), 


其 中 所 有 函数 罗 以 及 它们 的 一 阶 导 数 在 原点 为 零 . 这 个 序列 包含 第 2 章 以 及 这 一 
章 讨 论 过 的 所 有 其 它 不 变 流 形 ， 特别 地 ,，W8: 门 WS 是 结构 不 稳定 情形 的 中 心 流 形 ， 
Wu 门 WS 是 结构 稳定 情形 的 鞍点 主流 形 ( 见 第 2 章 ). 

对 在 不 变 流 形 W8 上 的 系统 , 平衡 态 没 有 正 特征 指数 . 因此 , 我 们 可 以 应 用 引 理 
5.2 断言 在 Wi 上 的 光滑 不 变 叶 层 的 存在 性 (我 们 首先 应 该 将 系统 扩展 到 整个 相 空 
间 , 建立 大 范围 定义 的 光滑 不 变 叶 层 的 存在 性 , 然后 回 到 局 部 系统 ). 此 结果 为 下 面 的 
定理 . 

8 其 中 如 果 gB; < Bj+1 和 gq < 7, 则 Ws 是 Ca -光滑 的 , Wai( 包 括 Wo) 是 Cr -光滑 的 . 
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定理 5.17 在 WS 上 存在 具 Cr -光滑 叶片 12 
(Zi-1) = 9 (e+ 5 


的 强 稳定 Cr-: 不 变 叶 层 Fs 族 , 其 中 6 表示 对 应 的 叶片 和 不 变 流 形 W* 站 Ws 
的 交点 (z0, 胡 ,… ,V9 1). 对 任何 点 M e Ws, 通过 M 的 叶片 彼此 嵌入 : 


A a Cl 


如 果 M e N+ (M 的 向 前 轨道 对 所 有 正 时 间 都 位 于 O 的 小 邻 域内 ), 则 所 有 通过 M 
的 叶片 由 系统 唯一 确定 . 


叶 层 Fe 刚好 是 5.1 节 的 强 稳定 叶 层 . 那里 还 讨论 了 由 这 个 叶 层 的 存在 性 导致 
约 化 定理 5.5 成 立 . 

包含 平衡 态 O 的 叶片 1s5, 是 强 稳定 或 者 是 定理 5.16 的 非 主 不 变 流 形 Ws;. 由 
于 7 是 8&9 和 的 Cr-! -光滑 函数 , 相应 的 流 形 关于 参数 只 有 C"-! - 光滑 性 ( 当 
O 不 随 y 变化 消失 时 , 以 及 当 它 光滑 依赖 于 jy 时 ). 

由 引 理 5.2 的 附注 得 知 , 对 Cee - 光滑 系统 , 非 主流 形 关于 参数 是 Cs=e - 光滑 ， 
只 要 平衡 态 是 结构 稳定 (没有 特征 指数 在 虚 轴 上 ). 否则 , W; 关于 / 的 光滑 性 仅 为 
有 限 . 

用 定理 5.13 建立 平衡 态 附近 各 种 不 同类 型 不 变 流 形 的 存在 性 的 同样 方法 , 我 们 
也 可 以 用 这 个 定理 研究 周期 轨 线 . 在 周期 为 r 的 周期 轨 线 工 附 近 的 微分 方程 系统 可 
以 写 为 形式 ( 见 第 3 章 ) 

z= Az+ f(z,v, 4,t), 


(5.4.4) 
v= Bv+ gl(z,v, 4,t), 


其 中 


f(9, 0, 0,) 三 0， F300, 0, 0, t) 三 0， 
g(0,0,0,t) 三 0， 92u(0,0,0, 三 0. 


函数 f 和 9 关于 t 是 7 - 周期 或 者 是 r -~ 反 周 期 .9 矩阵 4 和 的 特征 值 是 工 乘 子 
平方 的 对 数 与 2r 之 比 . 条 件 (5.3.3) 导致 工 的 mm 个 乘 子 按 绝对 值 必 须 小 于 e*", 其 
它 m” 个 乘 子 的 绝对 值 大 于 epr. 

系统 (5.4.4) 可 以 扩展 到 周期 轨 线 工 : (z = 0,v = 0) 小 邻 域外 的 所 有 z 和 vw. 将 
定理 5.13 应 用 到 这 个 扩展 系统 , 得 知 对 每 一 点 M(0, 0,to) e 工 , 它 的 7 - 稳定 集 是 光 
滑 流 形 Ws (0, 0,to). 由 ( 反 ) 周期 性 , 如 果 点 (z0, vo, to) 的 轨 线 按 7 -= 范 数 趋 于 M 的 


9 回忆 反 周 期 性 ， 在 这 里 是 指 Xt(o(z0, v0); to) 一 oOoXt(zo, v0; to 十 T)， 其 中 Xt 表示 时 间 t 移 位 ， 
o 是 (z,v) -空间 的 某 个 对 合 : o oo = 记 . 
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轨 线 , 则 点 goX7(z0, vo,to) 的 轨 线 也 趋 于 M 的 轨 线 , 反之 亦 然 (在 纯 周期 情形 我 们 假 
设 o=id ( 恒 同 )). 这 意味 着 


oo Xr(W(0,0,to)) = Ws(0, 0, to), 


即 流 形 Ws(0, 0,to) 关于 映射 ooX; 是 不 变 的 . 这 个 映射 正 是 截面 t= to 的 Poincaré 
映射 (详情 见 第 3 章 ). 因此 ， 我 们 建立 了 扩展 系统 的 Poincaré 映射 不 动 点 (0,0) 的 
不 变 流 形 的 存在 性 . 在 截面 {t = t0} 上 从 这 个 流 形 上 的 点 出 发 的 轨道 集合 给 出 系统 
自己 对 应 的 不 变 流 形 . 类 似 地 , 引 理 5.2 可 以 用 来 断言 某 些 光 滑 不 变 叶 层 的 存在 性 . 
现在 我 们 可 以 如 在 平衡 态 情形 所 作 的 , 用 同样 方法 回 到 局 部 系统 . 

因此 , 我 们 得 到 在 周期 轨 线 的 小 邻 域内 的 局 部 不 变 流 形 和 叶 层 的 分 层 . 对 应 的 
定理 类 似 于 上 面 处 理 平衡 态 的 定理 . 


定理 5.18 对 某 个 6 > m 设 Cr - 光滑 系统 的 周期 轨 线 二 有 mn 个 乘 子 严格 
位 于 复 平面 的 圆周 |()| = er 内 , 其 它 m 个 乘 子 严格 位 于 圆周 |(.)| = eer 外 . 如 果 
a < 0, 则 在 /= 0 系统 有 唯一 确定 的 (n + 1) 维 强 稳定 ( 非 主 ) Cr - 不 变 流 形 Ws， 
它 在 工 的 每 一 点 切 于 对 应 于 前 面 n 个 乘 子 的 特征 子 空间 , 并 包含 所 有 当 t +eo 时 
指数 式 趋 于 工 的 轨 线 , 对 任何 0 > 7 > a, 趋 于 的 速度 大 于 et. 如 果 j 变化 时 周期 
轨 线 不 消失 , 并 且 连 续 依赖 于 几 则 W* 也 连续 依赖 于 . 此 外 , 如果 系统 关于 所 有 
的 变量 包括 4 是 Cr - 光滑 的 , 则 流 形 Ws* 关于 /是 Cr-! - 光滑 的 (Ws 的 切线 
关于 所 有 的 变量 是 C"-! 光滑 的 ). 


定理 5.19 ”在 上 面 定理 的 假设 下 , 如 果 a > 0, 则 对 所 有 小 yu, 系统 有 (n+ 1) 
维 扩展 稳定 不 变 Co - 流 形 Ws (其 中 q 是 满足 ga < 8 和 gq < r 的 最 大 整数 ), 当 
上 二 0 时 在 工 的 每 一 点 它 切 于 对 应 的 前 ”个 乘 子 的 特征 子 空间 , 且 它 包含 对 所 有 正 
时 间 都 位 于 工 的 小 邻 域内 的 所 有 轨 线 的 集 N+. 虽然 Ws5 不 唯一 , 但 它们 中 的 任何 
两 个 在 N+ 的 每 一 点 都 有 相同 的 切线 . 此 外 , 所 有 直到 9 阶 的 导数 在 N+ 的 一 切 点 
都 是 唯一 确定 的 . 流 形 Ws 连续 依赖 于 y, 且 如 果 系 统 关于 所 有 的 变量 包括 /是 
Cr -光滑 的 , 则 流 形 Ws5 关于 jy 是 Cs - 光滑 的 . 


对 工 乘 子 的 谱 的 不 同 划分 的 选择 , 以 及 改变 系统 时 间 方 向 得 到 上 面 定理 对 应 的 
变形 , 我 们 可 以 求 得 在 第 3 章 ( 非 主 , 主 , 扩展 稳定 和 不 稳定 流 形 ) 和 5.1 节 ( 强 稳定 ， 
强 不 稳定 , 中 心 稳定 和 中 心 不 稳 定 流 形 ) 引入 过 的 周期 轨 线 局 部 不 变 流 形 的 所 有 类 
型 . 


如 上 , 我 们 可 以 在 7 - 周期 轨 线 L 附近 将 自治 系统 的 线性 部 分 写 为 Jordan 型 . 


故我 们 有 
Vi = Aiyi 十 太 (Z 2 2, ji t), 


他 pd Cjz; h;(z, 2 ,HH t), (5.4.5) 


= Bzr+ g(r,y,z,k,t), 


5.4 ”中 心 流 形 定理 的 证 明 * 241. 


其 中 矩阵 4; 的 谱 在 直线 Re(.) = ai 上 , 矩阵 B 的 谱 在 虚 轴 上 以 及 矩阵 Ci 的 谱 位 
于 直线 Re(.) = 6; 上 (这 里 的 指标 i 和 ; 假设 在 有 限 范围 内 ). 非 线性 函数 f,g 和 上 h 
关于 时 间 是 ( 反 ) 周期 . 设 


<ao<a<0<D < < 
定理 5.20 ”存在 常规 稳定 和 常规 不 稳定 光滑 局 部 不 变 流 形 序列 


"CW CW CWeCWeC... 


和 
“CW CW CW CWYC..., 
其 中 的 流 形 类 型 0 是 
WE; : (z, Z,Y1, ;Wi_1) = ps (yi, Wrilis*** 有) 
WE1 : (7,2) 一 9i (y;t), 
Wi :z= 9° (7,y, kt), 
W? : (Zi+1;° …) = PIE (zy z1,: 时 , 2;» 1; t) 
和 


WEY, : (Vir1) Wi ) = pHE (2, 2,Yy1, Se , Yi, 1 t), 
Wo :y= (2, 2, 1,t), 
WY : (x,y) = WI (z,t), 
WwW? ， (x, Y, ZI1) ,2j—1) = DY (2 Zij+1y" ;t), 
其 中 函数 yp 和 以 及 它们 的 一 阶 导数 在 (z,y, zn) = 0 为 零 . 
关于 不 变 流 形 Ws 和 W3, 分 别 存在 强 稳定 和 强 不 稳定 Cr-1 - 光滑 不 变 叶 层 族 
Fe 和 FY, 它们 分 别 具 有 下 面 类 型 的 Cr - 光滑 叶片 1as 
(Z,Y1,** ,Yi-1) = Wek) (ye, Vi+1 it) 
和 1 名 
(zc 一， 
其 中 6 表示 为 对 应 的 叶片 与 不 变 流 形 WY*(,_ PT 或 Ha 站 的 交点 (z0, 名， 
y9_ 1) 或 (z0,z9,… ,2z3_1). 值 to 定义 的 超 平面 {t = to} 整个 地 包含 对 应 的 叶片 . 对 
任何 点 M € WS, 通过 M 的 叶片 彼此 嵌入 : 
"Cl CLs 
10 关于 t 是 7 - 周期 的 . 
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以 及 对 任何 点 M e W3 ,有 

dl he Ti 
如 果 M e Wi 且 M € N+ (M 的 向 前 轨道 对 所 有 正 时 间 都 在 工 的 小 邻 域内 ), 或 者 
如 果 Me 且 M e N- (MM 的 向 后 轨道 对 所 有 负 时 间 都 在 工 的 小 邻 域内 ), 则 通 
过 M 的 所 有 强 稳定 和 强 不 稳定 叶片 分 别 都 由 系统 唯一 确定 . 


最 后 , 我 们 指出 , 借助 Poincaré 映射 这 些 定理 容易 重新 叙述 为 : 不 变 流 形 与 截面 
{t= to} 的 交 给 出 在 原点 的 不 动 点 的 不 变 流 形 . 
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局 部 中 心 流 形 定理 是 研究 平衡 态 和 周期 轨 线 小 邻 域内 分 支 的 熟知 的 标准 工具 . 
但 是 , 正如 上 一 章 指 出 的 , 局 部 分 支 并 不 代表 所 有 的 重要 分 支 . 由 Andronov 和 Leon- 
tovich [40] 的 工作 , 大 家 知道 , 在 二 维系 统 周 期 轨 线 四 种 主要 类 型 的 稳定 性 边界 中 , 存 
在 两 类 对 应 于 由 于 同 宿 回 路 而 使 周期 轨 线 消失 的 边界 , 同 宿 回 路 是 平衡 态 与 上 一 +eo 
和 上 一 -co 时 都 趋 于 此 平衡 态 的 轨 线 的 并 . 在 Andronov 和 Leontovich 的 经 典 工作 
中 , 虽然 这 两 类 边界 同样 很 重要 , 且 它 们 在 不 同类 型 的 二 维 分 支 之 间 是 不 分 离 的 , 但 
这 类 对 象 在 局 部 分 支 理 论 中 不 考虑 . 处 理 同 宿 回 路 和 更 加 复杂 的 同 宿 环 和 异 宿 环 以 
及 高 维系 统 中 其 它 非 局 部 结构 的 大 范围 分 支 还 是 上 世纪 60 年 代 中 期 Shilnikov [60 一 
62] 的 工作 以 后 才 出 现 的 . 这 个 理论 被 证 明 是 复杂 动力 学 性 态 的 不 同 模型 , 以 及 不 同 
类 型 的 非 局 部 动力 学 之 间 的 传递 的 各 种 景象 的 好 来 源 . 在 本 书 (第 二 卷 ) 我 们 将 大 范 
围 理论 这 部 分 分 开 , 专门 处 理 具 简 单 性 态 ( 非 混沌 ) 的 动力 系统 . 在 本 书 的 这 一 卷 我 
们 仅仅 触及 非 局 部 情形 下 类 似 的 中 心 流 形 的 存在 性 的 一 般 问 题 . 

从 上 世纪 80 年 代 初 我 们 就 开始 研究 这 个 特殊 问题 . 自 那 以 后 它 吸引 了 许多 学 者 
的 注意 . 在 同 宿 回路 附近 非 局 部 中 心 流 形 的 存在 性 现在 已 经 被 Turaev [73], Homburg 
[36] 以 及 Sandstede [56] 所 建立 (后 者 也 包括 无 穷 维 情形 ). 对 异 宿 环 这 类 中 心 流 形 的 
存在 性 结果 在 某 些 异 宿 环 附近 被 Shashkov [57] 所 推导 . 在 这 里 我 们 仅 对 最 简单 的 情 
形 (至 少 有 一 个 主 特征 指数 是 实数 ) 给 出 详细 证 明 . 我 们 用 最 近 才 被 Turaev [75] 得 
到 的 , 在 任意 复杂 同 宿 环 和 异 宿 环 附近 , 非 局 部 中 心 流 形 存在 性 的 充分 必要 条 件 来 
结束 本 章 . 

指出 在 局 部 和 非 局 部 中 心 流 形 理论 之 间 的 许多 实质 性 区 别 是 很 重要 的 .首先 ， 
韭 局 部 中 心 流 形 的 维 数 与 相应 分 支 问 题 的 退化 性 程度 没有 关系 . 在 局 部 理论 中 , 中 
心 流 形 的 维 数 等 于 特征 指数 在 虚 轴 上 的 个 数 , 由 此 得 知 高 维 中 心 流 形 对 应 线性 化 系 
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统 的 高 次 退化 性 .相反 , 即使 简单 的 ( 余 维 1) 大 范围 分 支 问题 也 未 必 能 产生 低 维 中 
心 流 形 . 大 范围 分 支 与 局 部 分 支 的 另 一 个 值得 注意 的 区 别 是 在 非 局 部 情形 , 中 心 流 
形 的 光滑 性 并 不 高 , 事实 上 , 它 的 光滑 性 与 系统 的 光滑 性 并 没有 联系 , 一 般 地 , 非 局 
部 中 心 流 形 仅 为 C! 光滑 . 

因此 , 当 研 究 一 个 特殊 的 非 局 部 分 支 问题 时 , 我 们 不 能 直接 化 到 中 心 流 形 上 : 通 
常 , 精细 的 问题 要 求 计算 包括 高 于 一 阶 的 导数 ， 此 外 , 如 果 中 心 流 形 的 维 数 充分 高 ， 
它 的 存在 实际 上 没有 给 出 有 用 的 信息 . 相反 , 如 果 它 是 低 维 (dim WC = 1,2,3,4) 的 ， 
则 一 个 将 所 有 轨 线 捕获 在 其 邻 域内 的 低 维 不 变 流 形 的 存在 , 可 极 大 地 简化 我 们 对 系 
统 动力 学 的 理解 , 即使 中 心 流 形 仅 为 C! - 光滑 . 在 这 种 情形 下 , 为 了 作 些 猜测 , 我 们 
至 少 可 考虑 具有 某 些 光滑 性 假设 的 低 维 模型 , 它 必须 在 用 到 原来 的 非 简化 系统 有 效 . 


6.1 同 宿 回路 的 中 心 流 形 定理 
考虑 及 "+tm, n > 1, m > 1 中 的 动力 系统 族 
j= F(z,n). (6.1.1) 


假设 F(z,p) 关于 相 变 量 zx 和 参数 j 是 Cr (> > 1) 类 . 也 假设 下 面 的 条 件 满足 . 
(A) 设 系统 有 鞍点 型 结构 稳定 平衡 态 O. 假设 O 的 特征 指数 (MX ,和 1,Y1,:… ,Yin) 
按 下 面 次 序 排列 


Re Mn<:.:.<ReAMN<0<N<Re <... < Re ym, 


其 中 yi 假设 是 实数 . 

此 时 稳定 流 形 Ws 的 维 数 等 于 mw, 而 dim W* = m. 由 于 主 指数 y, 是 实数 , 存 
在 (m 一 1) 维 非 主 ( 强 ) 不 稳定 子 流 形 W* c W*. 回忆 非 主 不 稳定 流 形 的 主要 性 质 
是 , 当 t 上 一 -ce 时 所 有 位 于 Ww 中 的 轨 线 都 必须 与 线性 化 系统 的 Jacobi 矩阵 对 应 
于 非 主 特征 值 (ys,… ,加 ) 的 特征 空间 相 切 趋 于 O, 而 WA\Ww 中 的 轨 线 必须 与 特 
征 值 x 对 应 的 特征 方向 相 切 趋 于 CO. 

我 们 也 假设 
(B) 在 /= 0, 系统 具有 同 宿 回 路 , 即 存在 t 一 士 ce 时 趋 于 O 的 轨 线 (由 定义 ， 

rcwsNw). 

以 及 
(C) 同 宿 轨 线 T 不 位 于 非 主 不 稳定 子 流 形 W* 内 . 


假设 (C) 导致 轨 线 工 沿 着 对 应 主 特征 值 x 的 特征 方向 离开 鞍点 O, 如 图 6.1.1 
所 示 . 


6.1 同 宿 回路 的 中 心 流 形 定理 * 245 ， 


图 6.1.1 条 件 (C) 导致 轨 线 工 沿 着 对 应 于 主 特征 值 m 的 特征 方向 离开 鞍点 O. 


条 件 (A), (B) 和 (C) 起 着 不 同 的 作用 : 条 件 (A) 不 包含 分 支 : 仅仅 是 选择 了 所 
考虑 的 一 类 系统 . 如 果 (A) 由 系统 自己 满足 , 则 对 附近 的 任何 系统 ( 即 对 任何 右 端 及 
其 一 阶 导数 接近 于 FF 的 系统 ) 它 也 成 立 . 此 外 , 一 旦 在 y = 0 它 满足 , 则 对 所 有 充分 
小 它 仍 满足 . 

对 条 件 (B), 它 不 能 对 所 有 小 4 成立. 可 以 证 明 如 果 系 统 有 同 宿 回 路 , 则 对 附近 
某 系 统 这 个 回路 可 能 消失 (Ws 和 W* 可 能 没有 交点 ). 因此 , 条 件 (B) 定义 六 = 0 
为 参数 的 分 支 值 并 指定 相应 的 分 支 现象 ( 同 宿 回 路 分 支 ). 一 般 地 , 对 右 端 及 其 一 阶 
导数 接近 于 FF 的 任何 系统 , 可 存在 零 附 近 的 4/ 值 使 得 扰动 系统 也 有 同 宿 回 路 . 

如 同 条 件 (A), 条 件 (C) 并 不 带 来 任何 退化 性 . 它 仅 假 设 所 考虑 的 单 参数 族 是 在 
一 般 位 置 : 如 果 它 对 所 给 的 族 不 满足 , 则 总 可 以 通过 对 右 端 的 小 扰动 来 达到 , 且 一 旦 
它 满足 , 则 对 任何 接近 的 族 也 满足 . 

设 g 是 满足 gy: < Re ?2 的 最 大 整数 .回忆 ( 见 2.7 节 ) 在 假设 (A) 下 存在 
Cnmin(g7) - 光滑 扩展 稳定 不 变 流 形 Ws2, 它 在 O 切 于 对 应 特征 值 和,… ,入 ,1) 的 
特征 空间 EsB. 流 形 W35 整个 地 包含 稳定 流 形 Ws. 虽然 它 不 是 唯一 确定 的 , 但 任 
何 两 个 这 样 的 流 形 在 Ws 的 任何 点 有 相同 的 切线 . 另 一 个 重要 对 象 ( 见 5.4 节 ) 是 不 
稳定 流 形 W* 上 的 光滑 不 变 叶 层 Fu, 它 将 非 主 不 稳定 流 形 W** 包含 在 其 叶片 中 ， 
见 图 6.1.2. 

不 变 扩 展 稳 定 流 形 是 在 O 的 小 邻 域内 局 部 定义 的 . 但 是 , 如 果 我 们 取 的 点 属于 
轨 线 的 一 段 , 这 个 小 段 属于 Wis, 则 包含 这 个 点 的 Wiss 的 充分 小 段 可 以 用 系统 
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6.1.2 ”扩展 稳定 流 形 Ws 包含 稳定 流 形 W*, 且 在 鞍点 切 于 对 应 于 特征 指数 ,Xi,?i 的 
特征 空间 ， 流 形 Ws 并 不 唯一 , 但 任何 两 个 这 样 的 流 形 在 W* 上 有 公共 切线 . 强 不 稳定 子 流 形 
Wu 唯一 地 嵌入 W* 上 的 光滑 不 变 叶 层 天 *， 


的 向 后 轨 线 延 拓 到 T 上 任何 前 面 指定 点 的 小 邻 域 , 见 图 6.1.3. 按 相 同 的 方法 , 用 系 
统 的 向 前 轨 线 将 局 部 强 不 稳定 叶 层 扩展 到 整个 不 稳定 流 形 . 


6.1.3 ”扩展 稳定 流 形 WB 沿 着 接近 于 同 宿 回 路 T 的 向 后 轨 线 的 延 拓 . 


由 于 工 同时 位 于 W* 和 Ws 内 ,T 的 每 一 点 既 属 于 扩展 稳定 流 形 的 某 一 片 ,又 
属于 强 不 稳定 叶 层 的 某 一 叶片 . 因此 , 下 面 的 要 求 是 有 意义 的 . 


(D) 流 形 Wsz 在 同 宿 轨 线 T 上 的 每 一 点 与 叶 层 F* 的 叶片 横 截 相 交 ， 


6.1 同 宿 回 路 的 中 心 流 形 定 理 . 247 . 


注意 到 条 件 (D) 只 需要 在 轨 线 的 一 点 验证 就 行 了 , 因为 流 形 三 s2 和 叶 层 天 
关于 由 系统 Xo 定义 的 流 是 不 变 的 . 也 要 注意 流 形 WB 和 叶 层 Fr 的 叶片 具有 互补 
的 维 数 . 因此 我 们 的 横 截 条 件 (D) 是 适 定 的 . 如 同 条 件 (C), 这 是 一 个 一 般 位 置 条 件 . 


定理 6.1 ”如果 条 件 (A), (B), (C) 和 (D) 成 立 , 则 存在 同 宿 轨 线 工 的 小 邻 域 
U, 使 得 对 所 有 充分 小 的 几 系统 X, 具有 (n 十 1) 维 Cmin(g”) -- 光滑 不 变 稳定 中 心 
流 形 Wso, 使 得 任何 不 在 Wse 内 的 轨 线 当 t 一 +oo 时 都 离开 U. 流 形 WsC 在 0O 
与 扩展 稳定 特征 空间 £38 相 切 (图 6.1.4). 


6.1.4 ”稳定 中 心 流 形 WS. 


下 面 两 节 我 们 将 证 明 这 个 定理 . 注意 , 由 于 这 个 问题 关于 时 间 反 向 的 对 称 性 , 得 
知 存在 对 应 的 不 稳定 中 心 流 形 定理 , 它 可 叙述 如 下 . 如 上 , 假设 系统 在 y = 0 有 同 宿 
回路 工 . 我 们 修改 条 件 (A), (C) 和 (D) 如 下 . 


(A') 设 点 O 的 特征 指数 满足 下 面 的 条 件 : 


Re Mn<:::<ReM<MN<0<Rem) < < Re Ym. 


此 时 , 由 于 主 稳定 特征 值 Xi 是 实数 , 存在 (n - 1) 维 强 稳定 子 流 形 Ws C W”. 
(C') 假设 同 宿 轨 线 不 在 W” 内 . 
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(D') 假设 在 上 的 每 一 点 , 扩展 不 稳定 流 形 W*B 与 强 稳定 叶 层 Fs 的 时 片 横 截 相 
交 , 见 图 6.1.5. 


6.1.5 ”扩展 不 稳定 流 形 W+B 包含 W+, 且 在 鞍点 切 于 特征 指数 Xi, 1,… ,Ym 对 应 的 特征 空 
间 . 流 形 W*5 不 唯一 . 任何 两 个 这 种 流 形 在 W* 上 处 处 彼此 相 切 . 强 稳定 子 流 形 Ws 唯一 地 嵌 
人 在 W* 上 的 光滑 不 变 叶 层 大 s. 


如 同 在 上 面 的 情形 , 我 们 可 以 沿 着 向 前 轨 线 延 拓 扩展 不 稳定 不 变 流 形 , 见 图 6.1.6. 


6.1.6 ”扩展 不 稳定 流 形 W*E 沿 着 接近 于 工 的 向 前 轨 线 的 延 拓 . 
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定理 6.2 ”如 果 条 件 (A'), (B), (C') 和 (D') 成 立 , 则 存在 同 宿 轨 线 T 的 小 邻 
域 U, 使 得 对 充分 小 的 jy, 系统 有 (m + 1) 维 Cmin(p,r) - 光滑 不 稳定 不 变 中 心 流 
形 W*5, 使 得 环 "C 外 的 任何 轨 线 当 上 一 -co 时 都 离开 U, 见 图 6.1.7 (这 里 p 
是 满足 p|A1| < | Re 和 2| 的 最 大 整数 )， 流 形 Wc 在 点 O 切 于 对 应 于 特征 指数 
(Ym;"… ,A 和 1) 的 特征 空间 EvE. 


0 
LOS gay 5 
AAA 


Yl 


LA 


图 6.1.7 不 稳定 中 心 流 形 W*"c. WC 的 逆 情 形 . 


在 定理 6.1 和 定理 6.2 的 条 件 都 满足 的 情形 下 我 们 有 下 面 的 结果 . 


定理 6.3 We"*e 和 Ws 的 交 是 一 个 二 维 Cmin(r,4,7) - 光滑 不 变 中心 流 形 WC， 
它 包 含 对 所 有 时 间 都 整个 地 位 于 邻 域 UV 内 的 所 有 轨 线 . 流 形 WC 在 O 与 对 应 于 主 
特征 指数 (yt, Xi) 的 特征 空间 Er 相 切 . 


这 个 定理 把 鞍点 - (1,1) 同 宿 回路 的 分 支 问题 化 为 WC 上 的 二 维系 统 的 研究 (如 
果 一 般 性 条 件 (C), (C'), (D), (D') 满足 ). 注意 两 个 主 指数 是 实数 的 条 件 的 重要 性 是 ， 
一 般 地 , 同 宿 回路 附近 的 中 心 流 形 的 维 数 等 于 主 特征 指数 (包括 负 的 和 正 的 ) 的 个 数 ， 
且 当 这 个 维 数 大 于 2 时 , 这 种 回路 的 分 支 在 某 些 情形 下 可 相当 复杂 . 

对 鞍点 - (1,1) 同 宿 回 路 的 情形 , 二 维 动力 学 相对 简单 . 尽管 如 此 , 化 到 中 心 流 
形 上 时 仍 需 要 小 心 . 首先 我 们 注意 W° 的 低 光滑 性 . 一 般 地 , 它 仅 仅 是 C1!, 这 就 有 可 
能 在 将 二 维 结果 直接 转移 到 高 维 时 出 现 障 碍 . 因此 , 由 E.A.Leontovich 发 展 的 同 宿 
回路 的 二 维 分 支 理 论 产生 越 来 越 高 的 退化 层次 (对 应 于 在 分 支 中 出 现 的 极限 环 个 数 
的 大 量 增 加 ). 对 这 些 情形 的 研究 要 求 提高 系统 的 光滑 性 , 当然 , 参照 定理 6.3, 在 高 
维 情形 简单 重复 这 个 分 层 的 朴素 思想 会 导致 不 准确 的 结果 . 不 像 局 部 分 支 情形 , 定 
理 6.1 一 定理 6.3 本 质 上 包含 的 是 定性 结果 而 不 是 解析 特性 . 
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第 二 , 我 们 注意 , 流 形 W。 不 是 局 部 的 ( 它 不 同 胚 于 圆 盘 ). 由 于 在 O 它 的 切 平 
面 是 主 平面 67, 它 局 部 地 与 鞍点 主流 形 Wi 之 一 重合 . 在 /= 0, 这 个 流 形 必须 包 
含 同 宿 轨 线 工 位 于 Wi 中 的 一 段 T+, 以 及 工 位 于 Wi 中 的 一 段 了-. 从 T+ 的 小 
邻 域 , WL 的 小 段 可 以 沿 着 回路 T 用 向 前 轨 线 延 拓 一 直到 达 -. 作为 延 拓 结果 所 
得 的 流 形 必须 在 这 时 与 同一 个 局 部 流 形 Wiz。 以 光滑 甜 合 的 方式 回 到 O 的 邻 域 , 其 
目的 为 了 形成 光滑 不 变 流 形 We. 如果 它 保持 定向 , 所 得 的 黏合 流 形 是 二 维 圆 环 . 如 
果 它 不 可 定向 , 流 形 W。 是 Mibius 带 . 事实 上 , 两 种 情形 都 有 可 能 . 因此 , 在 高 维 情 
形 , 鞍点 - (1,1) 同 宿 回路 分 支 一般) 简化 为 平面 上 或 者 二 维 不 可 定向 流 形 上 的 对 
应 分 支 . 


6.2 同 宿 回路 附近 的 Poincaré 映射 


在 这 一 节 和 下 面 几 节 我 们 叙述 定理 6.1 的 证 明 , 证 明基 于 对 由 同 宿 回 路 工 小 邻 
域 7 内 系统 轨 线 定义 的 Poincaré 映射 T 的 研究 . 这 个 映射 可 以 表示 为 两 个 映射 的 
普 加 : 鞍点 O 附近 定义 的 局 部 映射 Tioc, 以 及 沿 着 同 宿 轨 线 工 在 鞍点 小 邻 域外 的 大 
范围 部 分 定义 的 大 范围 映射 Taro, 见 图 6.2.1. 


图 6.2.1 ”Poincaré 映射 表示 为 两 个 映射 的 全 加 : 在 鞍点 O 附近 沿 着 截面 Sin 到 Sowt 的 轨 线 定义 
的 局 部 映射 Tioe, 以 及 沿 着 同 宿 回 路 的 大 范围 部 分 从 5eu* 开始 到 Sin 结束 的 轨 线 定义 的 大 范 
围 映射 Tslo. 

在 鞍点 O 的 小 邻 域 内 引入 坐标 (wu,y,w), ERn"， yeRL 和 weRm 1! 使 得 系 


统 局 部 地 取 形 式 
= Au 十 f(u,y, w, 4), 


y= 7 + gu Y, ,pH), (6.2.1) 


由 = Bw + h(u,y,w, H), 
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其 中 4 是 (n x m) 矩阵 , 谱 4 = {A1… ,和 An}, B 是 (m -1) x (m -1) 矩阵 , 谱 


max{ReNl,... ,ReMn} < 一 入， (6.2.2) 
min{fRe72，…… ,Reym} >7>7. (6.2.3) 


函数 f,g,h 是 Cr -光滑 且 


O(f,g,h 
(9h)(0,0,0,0) = 0 Bee 0 (6.2.4) 
在 这 些 坐 标 下 , 当 jy = 0 时 , 稳定 流 形 在 O 切 于 空间 {(y,w) = 0}, 不 稳定 流 形 切 于 
世 = 0}, 以 及 强 不 稳定 流 形 切 于 {(w,w) = 0}. 
在 /= 0, 同 宿 轨 线 工 当 t 一 +oo 时 回 到 位 于 局 部 稳定 流 形 内 O 的 小 邻 域 . 因 
此 , 对 某 个 小 &, 轨 线 与 曲面 |lul| = 在 某 点 M+ e Wis。 相交 . 记 点 M+ 的 坐标 为 
(wut,yt+,wt+), 见 图 6.2.1. 选择 某 个 小 5 > 0 并 考虑 小 区 域 


Sm = {lull=é€, Muut,y—yt,w — wt)ll < od). (6.2.5) 


由 定理 2.4 得 知 在 Ws。 上 有 号 llull < 0, 即 沿 着 Wis。 中 的 轨 线 |lul| 严格 递减 . 这 
导致 对 充分 小 &, 曲面 |lul| = & 与 Wis。 上 的 轨 线 模 截 相交 , 因此 与 所 有 附近 的 轨 线 
模 截 相交 . 从 而 作为 这 个 截面 的 一 部 分 , 区 域 Sin 与 接近 于 工 的 轨 线 横 截 相交 , 只 要 
/充分 地 小 . 
由 于 轨 线 T 不 在 非 主 不 稳定 子 流 形 Www 上 (定理 6.1 的 条 件 (C)), 它 沿 着 与 y 
轴 重 合 的 主 方向 离开 鞍点 O. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 T 朝 着 y 的 正方 向 离开 远 
点 O. 此 时 对 充分 小 的 y- > 0, 同 宿 轨 线 在 某 点 M- e Wi 穿 过 曲面 {y =y-}. 记 
M- = (w-,y-,w-). 由 于 在 = 0 轨 线 与 {y = y-} 模 截 相交 , 得 知 对 所 有 小 j 
小 区 域 
St = {y=y, uu, ww) < 6 (6.2.6) 


是 截面 ( 即 它 与 系统 的 轨 线 模 截 相交 ). 在 jy = 0, M- 的 轨 线 ( 轨 线 ) 在 某 个 有 限 
正 时 间 到 达 点 M+. 因此 , 由 轨 线 关于 初始 条 件 和 参数 的 连续 依赖 性 , 对 所 有 小 的 
从 M- 附近 的 So 上 开始 的 轨 线 必须 在 M+ 附近 与 Sm 相交 . 因此 , 我 们 可 以 定 
义 映射 Tao, 它 将 So" 上 M 的 小 邻 域 映 为 Sm 上 M+ 的 小 邻 域 . 

从 Sin 上 出 发 的 所 有 轨 线 都 进入 鞍点 O 的 & 邻 域 . 如 果 轨 线 不 属于 局 部 稳定 流 
形 , 它 在 某 个 时 间 以 后 离开 O 的 小 邻 域 . 如 果 从 某 个 点 M9 es SP 开始 的 轨 线 在 属于 
So 的 点 M1 离开 鞍点 的 小 邻 域 , 我 们 将 说 M? 和 M1! 由 局 部 映射 Tioc : M? 一 Mi 
相 联系 . 

显然 , 对 所 有 正 时 间 停 留 在 同 宿 回 路 小 邻 域 内 的 轨 线 必须 与 Sm 和 Seow 相交 , 即 
轨 线 在 离开 原点 邻 域 以 后 必须 沿 着 工 的 大 范围 段 与 截面 横 截 , 然后 穿 过 Sm 回 到 原 
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点 的 邻 域 , 在 Sa 于 某 点 进入 这 个 邻 域 以 后 , 它 只 可 能 在 Soevt 的 某 一 点 离开 (或 者 对 
所 有 以 后 的 时 间 它 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 , 这 时 它 属于 Wis.). 由 定义 , 轨 线 与 截面 
的 相继 交点 由 映射 Tioc 或 者 Teie 相 联 系 . 因此 , 这 里 考虑 的 轨 线 与 映射 T= TaosTioc 
的 迭代 之 间 存 在 对 应 . 

因为 从 Seut 到 Si 的 飞行 时 间 是 有 限 的 , 故 映射 Ta。 是 Cr - 微分 同 胚 , 因此 
关于 映射 Teie 必要 的 估计 可 以 简单 地 由 Taylor 级 数 展开 得 到 . 我 们 将 对 大 范围 映 
射 的 研究 推迟 到 本 节 的 末尾 , 现在 考虑 不 大 平凡 的 局 部 映射 的 结构 问题 (因为 轨 线 
在 它 到 达 Set 以 前 在 O 的 小 邻 域内 所 花 的 时 间 可 以 无 限 的 大 , 当 起 点 趋 于 Wis。 时 
它 趋 于 无 穷 ). 为 了 克服 这 个 困难 , 我 们 利用 在 2.8 节 和 5.2 节 阐 述 过 的 边 值 问题 方 
法 . 

我 们 用 (w?,y?,w?) (|luol|=€) 记 5S™ 上 的 坐标 , 而 以 (wi,w!) 表示 Seout 上 的 坐 
标 . 设 {y = (wp),w = pr(w,p)} 是 WE 的 方程 , {u = WW*(y,w,p)} 是 Wise 的 方 
程 . 同时 令 {w = ps2(w,y,1)} 是 局 部 扩展 稳定 流 形 Wis8 的 方程 . 用 Ww* 记 通 过 点 
M- 的 扩展 不 稳定 叶 层 的 叶片 . 设 {y= 加 (wp = ee 人 (wp 是 oo 的 方程 . 

引 理 6.1 ”对 某 小 6' 存在 定义 在 llwua 一 utl| < 5 wi: 一 wl <5 和 0 < 
0 一 (wo,j) < 6' 上 的 函数 woe 和 woc, 使 得 对 两 点 M0 e Sm 和 MI e Sevt, 关系 
M1 = TioceM? 成 立 , 当 且 仅 当 


ul = uioc(u0, 0， 1 1)， wo 三 wioc(u, y", w! 4). (6.2.7) 
函数 woc 和 wioc 满足 下 面 的 不 等 式 
Ouloc < Ce 一 和 +e)7 (6.2.8) 
O(u?, y°) : 
Ouloc (Y— 和 +e)T 
Bl Cmax {1,e } | (6.2.9) 
Oulo 
和 CO) (6.2.10) 
OwWloe el < C ( 
6.2.11) 
| O(ud,y°, 1p) 
Owloc < Ce- (n-7-e)7 (6.2.12) 
Ow! 


其 中 C 是 某 正 常数 , 和 ,n 和 ~ 满足 条 件 (6.2.2) 和 (6.2.3). 如 果 5 充分 小 , 小 正 数 = 可 
以 使 得 任意 小 . 这 里 r(yo,uo,wl,m) 是 从 M9 到 Mi 的 飞行 时 间 , 当 名 一 娟 (及 
时 它 趋 于 无 穷 , 且 


< Ceoter， | Lah <C. (6.2.13) 


5 
A(u®, yo, 1) 
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此 外 ， 


a 1) Uloc = WY ,wl, p), 


lim = ws (ud 
yo ws (uo, ) ae rap), 


lim Ouloc 二 Se 一 wl ) 
yu Out Ow Yb (6.2.14) 
e Ouloe 区 
lim 一 一 = (yy-,w!, 和 < 入 ， 
本 L(Y 4) 如 果 7 
Dunoc OpsE 


lim (0,0, 1). 
yo luo,p) Oud, yo) Our ys 1) Cy sp) 


证 明 ”如 在 2.7 节 证 明 的 , 对 任何 正 数 r > 0 以 及 对 任何 小 的 (wu?,y!,w!) 存在 
系统 的 唯一 轨 线 (w(t), y(t),w*(t)), 它 停留 在 原点 的 小 邻 域内 , 且 是 边 值 问题 
1 


u”(0) = vo, Y*(7) = 2 (7T) 一 也 


的 解 . 因此 从 点 M9 出 发 的 轨 线 在 时 刻 t= 到 达 点 ML, 当 且 仅 当 


1 


u = ww*(T; uy, wl, ,7), 
Y= (0; 0, Yl, wl, p,7), (6.2.15) 
100 = w* (0; wo, yl wl, NT) 


(考虑 到 解 (u*,y*,w*) 依赖 于 边 值 (w?,y1,w!), 飞行 时 间 r 以 及 的 事实 . 如 在 2.8 
节 证 明 的 , 它 Cr - 光滑 依赖 于 所 有 变量 ). 这 里 考虑 的 边 值 问题 是 5.2 节 考 虑 过 的 边 
值 问题 的 特殊 情形 : 我 们 应 该 按照 那 一 节 , 考虑 尽 为 xz- 变量 , (y,w) 为 v -变量 . 定 
理 5.12 的 估计 在 这 里 (我 们 应 该 在 (5.2.27) 中 假设 a= 入 和 6 =7 一 a) 给 出 


| < C， 
| | 


[a Da ) 
Olyl,w!,7) 


33l< 


< Ce-\", 


5 可 


(6.2.16) 
< Ce-Oo-er， 


(这 里 , 我 们 用 公式 (5.2.27a) 计算 (y*,w"*) 在 上 = 0 的 导数 , 以 及 用 (5.2.27b) 计算 w* 
在 7 一 t=0 的 导数 ). 
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如 同 我 们 在 2.8 节 讨 论 过 的 , 7 = +oo 时 的 极限 对 应 于 Mo e We. 和 Mi € Tv ， 
即 


y"|r=+o0 = ws (ud, 几 )， 
| -=+oo = Pp (uo, 1), (6.2.17) 
U*|r=+oo = wr (yw, p). 
此 外 ， 
_og” _ 
oO(ud, p) 
Ou 
Olud, p) 
Ow 
O(y!, wi, y) 


OWs 


= F7060— (uh), 
T 一 十 oo | 


Be 9 


0 
T 一 十 cc Wy 6 a 
同时 我 们 可 以 记 


i 人 1 
2 = UT; Yo, yw AT)， 


y= (Tu Yo, wl, ,7), (6.2.19) 


=。 . 0 1 
Ww = w**(0; wu?,y IW , 7), 


其 中 (w**(t), y*”*(t), w**(t)) 是 系统 边 值 问题 
ur(0) = (0) = w*(7) = ww (6.2.20) 


的 解 , 此 系统 是 从 (6.2.1) 通过 从 原点 的 小 邻 域 延 拓 到 整个 空间 R"*+™ 得 到 的 (注意 ， 
一 旦 (6.2.15) 满足 , 解 停留 在 原点 的 小 邻 域内 ， 当 应 用 5.2 节 的 结果 时 , 相关 的 边 值 
问题 (6.2.20) 应 该 不 用 担心 会 受到 这 个 延 拓 的 影响 ). 问题 (6.2.20) 是 5.2 节 和 5.3 节 
考虑 的 边 值 问题 的 特殊 情形 : 现在 我 们 应 该 将 变量 (wu,y) 记 为 z - 变量 , 将 ww- 变 
量 记 为 v - 变量 且 假 设 a = y 二 e 和 有 = 人 此 时 定理 5.12 的 估计 ( 见 (5.2.26a) 和 
(5.2.26b)) 给 出 
O(y**, wu**) 
a ,KT) 


< Cety+e)r 、 


Bu 
一 -一 | 艺 
Ow! Sf 


(6.2.21) 


Ow** 
-一 | 二 ee 一 0r 
aa) < or" 


por 
a 0, p) | 

(在 这 里 由 公式 (5.2.26a) 计算 w** 在 t = 0 的 导数 ,以 及 由 公式 (5.2.26b) 计算 

(w*,y”*) 在 7 一 t=0 的 导数 ). 
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T 二 十 oo 时 的 极限 在 5.3 节 已 经 考虑 过 . 按照 引 理 5.3, w** 的 导数 在 r = 二 ec 
时 的 极限 与 其 图 像 是 极限 点 Mr 的 常规 稳定 流 形 的 函数 的 导数 重合 . 由 于 点 Mr 属 
于 在 r = +oo 的 Ws.(O), 它 的 常规 稳定 流 形 与 O 的 常规 稳定 流 形 重合 一 一 在 我 
们 的 情形 , 它 是 Ws5 的 扩展 稳定 流 形 . 因此 
Ow** OpsE ; 
Bu on) |, = glo ,Wu , 1), 4). (6.2.22) 
由 问题 关于 时 间 反 向 的 一 般 对 称 性 ( 见 定理 5.12 证 明 中 的 附注 ), u* 和 y** 的 导 
数 在 + = +oo 时 的 极限 与 其 图 像 是 极限 点 Mi 的 常规 不 稳定 流 形 的 函数 的 导数 重 
合 一 一 在 我 们 的 情形 , 它 是 通过 M1 的 强 不 稳定 叶 层 的 叶片 ww. 因此 ， 
Oy, uu"*) wu**) a OW, pr) 
ul | Ow (用 
固定 对 应 于 M1 e Sovt 的 值 y! = yy-, 我 们 可 以 视 (6.2.15) 的 第 二 个 方程 为 确 
定 从 Mo 到 M1! 的 飞行 时 间 7 的 隐 范 数 方程 . 我 们 可 立刻 证 明 导数 入 不 为 零 它 
是 负数 ). 因此 , 由 方程 


(6.2.23) 


= (0; wu, yw, HT) (6.2.24) 
可 以 解 出 r: 值 r = +co 对 应 于 y0 = (wu,p), 由 于 < 0, 当 单 调 增加 y? 时 
7 减少 到 有 限 值 . 因此 , 对 某 个 充分 小 5, 当 y? 从 如 (wu 由 变 到 ys(wo,p) 十 567 时， 
由 这 个 方程 唯一 定义 的 飞行 时 间 为 (wo,yo,wl, Am) 的 函数 . 将 r 的 表达 式 代入 u* 和 
w** 将 给 出 需要 的 函数 woc 和 we (固定 y=y 和 ||wo|| = = ut). 


由 (6.2.24) 得 
Ei : 
By0 \ Or 


OT ( 爷 ) Oy 
aluo ul \Or O(ud, wl, 4) 
为 了 估计 这 些 导数 , 比较 (6.2.15) 的 第 二 个 方程 与 (6.2.19) 的 第 二 个 方程 , 立刻 有 
By Ov** 
~ Oy! Oy° 
Ovy* PR Do 
D(u0, wt!, ) + Byr (uo, wt, pH) 


(6.2.25) 


(6.2.26) 
0 一 
我 们 也 指出 , 按照 引 理 5.1， 


Oy __ 0”， 
dr Oy! 


由 这 个 方程 以 及 (6.2.25) 和 (6.2.26) 得 


Bu yo wh) Oud, yo, wi pn AC PT wl ) ( 


Oy” 


”Dui 六 一切 | Mi， 
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注意 这 个 公式 中 的 分 母 不 为 零 (是 正 数 ). 事实 上 , 由 于 轨 线 T 不 属于 Wu, 它 离开 
原点 时 切 于 y 轴 ( 见 定理 2.5). 因此 ， 2 的 值 必 须 比 y- 小 很 多 . 特别 地 , 这 意味 着 
ge 光 lwwl|m, 而 我 们 的 论断 可 由 3 +- 的 有 界 性 得 知 (注意 外 m: 是 正 数 , 因为 它 
事实 上 等 于 oY Ml ,是正 数 ) 


人 让 的 逆 5 6 存在 ， 这 就 证 明了 飞行 时 间 事 实 上 是 由 (wo,yo,wl, jy) 唯一 


确定 . 和 i (6.2.27) 得 到 : 由 定义 2 在 -= 0 等 于 1, 且 由 于 
这 个 导 狂 在 任何 都 不 可 能 为 零 (由 于 (6.2.26) 第 一 个 方程 ), 因此 对 所 有 7 它 保 持 
为 正 数 . 

由 关系 式 (6.2.27) 和 (6.2.21) 我 们 得 到 不 等 式 (6.2.13). 函数 moe 和 woc 定义 


为 


Woc(W ,Yo ,Wp) Su (Tu yo, p); ,yw ,Tu0, yo, wl, 1)), db 
Wloe(U, Wo) Sw (TU, gw, pA); 0, yo, wl p, Tu, Yo, wl, p)). 
我 们 现在 可 以 验证 由 估计 (6.2.16), (6.2.21) 和 (6.2.13) 可 得 (6.2.8) 一 (6.2.12), 由 极限 

关系 (6.2.18), (6.2.22) 和 (6.2.23) 可 得 (6.2.14). 这 样 我 们 就 完成 了 对 引 理 的 证 明 . 
函数 wio。 和 woe 的 高 阶 导数 也 可 容易 地 用 定理 5.12 和 恒等式 (6.2.28) 和 
(6.2.27) 进行 估计 (在 (6.2.27) 中 , y 和 了 在 点 MIi(ul yol) 的 值 由 公式 (6.2.1) 
计算 ). 略 去 明显 的 计算 , 最 后 所 得 的 结果 如 下 : 
引 理 6.2 ”在 引 理 6.1 中 下 面 估 计 成 立 : 


Kk1 | 十 |k2| 十 | 天 
OlK1l+lk2l+ kl oe < Cel(lkiltlk2l)(y+e) -NT (k! # 0), 


< Cmax(1l, ell*2l(+e) -Nr), (6.2.29) 


Du 0) Opr2 Ow ) 
Ce-o-Ialo+s)r 如 果 ko 关 0 或 hl(Y+e)>7. 


DBIkz|+|kslaulo。 
BHUkaB(azol)Ra 
BlIeal+lkalun 。 
| Bu yo nm ow) < 

如 在 引 理 6.1, 我 们 注意 , 这 些 公式 中 的 导数 都 有 界 于 一 常数 , 事实 上 当 7 +oo 
时 , 它们 的 有 限 极限 等 于 对 应 常规 稳定 流 形 的 导数 ( 见 引 理 5.3 后 面 的 附注 ). 

引 理 6.1 和 引 理 6.2 中 的 估计 对 我 们 的 目的 已 经 绰绰有余 . 我 们 将 证 明 不 变 流 
形 定理 所 需 的 概述 为 下 面 的 引 理 . 

引 理 6.3 ”我 们 用 下 面 方法 改变 截面 Sn 和 5 上 的 坐标 : 


如 果 ko=0 且 |ki|(y+e) < 


ey Eee 区 5 ws (uu, 1), 
wo 于 wo = psB (ud, yo, 1) 在 Sin 加 电 


也 


wl 2 (0 0) 在 Sa" 可 


6.2 同 宿 回路 附近 的 Poincaré 映射 .257 : 


(我 们 直 化 交 Wis。 由 5” 和 Wis。 站 5ow, 且 使 得 交 Wi 兴 门 S” 当 jp = 0 时 在 点 M+ = 
PN Sm 切 于 {wo =0}). 点 ME Sn 和 M1 € Sow 由 映射 Tioe 相 联 系 , 当 且 仅 当 


wl 一 Wloc(u!, yo, wl,H), wo = Wloc (ud, yo, ol， 1), (6.2.30) 


其 中 函数 woc 和 wiloc 现在 定义 在 yo es [0, 人, 它们 在 新 坐标 下 满足 下 面 的 不 等 式 : 
Blkal+|kzlwio。 
DUO AUol) sa 
OlKil+lk2 lr 
| HA) 2D(ul) 


< Celtlh+e)”, (ki #0), 


(6.2.31) 
< Ce-Oo-loalo+e)r， (ko #0). 


所 有 直到 min(g,7) 阶 的 导数 9 “oe 和 Rr 连续 且 有 界 , 其 中 + 是 系统 的 


OW) AO{ud 


光滑 次 数 , g 是 满足 gy < 7 的 最 大 整数 . 此 外 , 在 新 坐标 下 有 
Woc(u, 0， wl!, 1) 三 0， Wioc (Uo, 0， wl}, J) 三 0 (6.2.32) 


以 及 对 kk < min(g,7) 有 


Orrwloe 


由 前 面 两 个 引 理 立刻 得 这 个 引 理 . 0 由 (6.2.32) 得 到 
Ouloc = 
Ow!t 
现在 我 们 考虑 大 范围 映射 Tw。: Sow 一 Sn， 由 于 从 Sa 到 Sowt 的 飞行 时 间 
有 界 ( 且 光 滑 依 赖 于 初始 点 ), 映射 Teio 是 Cr - 微分 同 胚 . 由 于 某 种 原因 , 较为 方 
便 的 是 考虑 逆 映 射 Tie. 又 因 它 也 是 Cr - 光滑 的 , 我 们 可 以 在 点 M+ 附近 将 映射 
Ti : Si rm Sout 写 为 形式 


ul — wl(p) 
w! — w- (4) 
Wu 0 Omg (6.2.35) 
dll di2z di3 Uglo (Ww,Y ,Ww ,Hh) 
二 十 
d21 d22  d2s 2 Wglo(u0, Yo, WO, 1) 
wo 

其 中 (w-(p),w-(p)) 是 点 M+ 的 像 Ti3Mt+ 的 坐标 .在 上 = 0 它 是 点 MT = 工 门 S?” 
回忆 在 引 理 6.3 的 坐标 下 w-(0) = 0. di1, di2, di3, dz1, d22 和 dz3 分 别 为 nx(n 一 1),nx 


lnx(m-1), (ml)x(n—1),(m—-1)x1l 和 (m-—1)x (m1) 和 矩阵. 函数 vele 和 
Weglo 表示 非 线 性 项 . 


三 0 若 y=0. (6.2.34) 
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回忆 由 假设 , 当 jy = 0 时 流 形 Ws 在 TT 上 的 点 与 强 不 稳定 叶 层 的 叶片 横 截 相 
交 (条 件 (D)). 因此 , Ws# 的 延 拓 在 点 M- 的 切线 与 在 同一 点 处 叶片 juw 的 切线 的 
交 是 零 . 在 这 一 点 Wis。 的 切线 张 成 ie 的 切 平面 以 及 相 速 度 向 量 (i,y, 忆 )|m 
它 在 M- 切 于 TT. 这 个 向 量 也 包含 在 Ws8 的 切线 中 (因为 Ws 包含 T). 因此 , Ws2 
和 Wi. 在 M- 的 切线 的 交 是 一 维 的 ( 它 张 成 相 速度 向 量 ) 由 此 得 知 WsB 在 M- 
与 Wis。 横 截 相交 . 因此 , Wiss 门 S* 在 映射 Til 下 的 像 必须 与 交 Wt_ 门 Sout 横 截 . 
在 引 理 6.3 的 坐标 下 , 后 者 由 {wl = 0} 给 出 , Te2 门 Si 在 j=0 与 {w? = 0} 相 切 . 
因此 , 横 截 性 条 件 (D) 在 这 些 坐 标 下 化 为 空间 


Wo wt 
ul = (d11(0), di2(0)) ( ) 
yo 


与 空间 wl = 0 的 横 截 相交 性 , 这 意味 着 


det(d1i, d12) # 0. (6.2.36) 


6.3 ” 同 宿 回 路 附近 中 心 流 形 定理 的 证 明 


为 了 证 明定 理 6.1, 必须 在 截面 Sin 上 建立 Poincaré 映射 的 逆 T-! = Tj 
的 不 变 流 形 的 存在 性 . 我 们 利用 定理 4.4 来 做 到 这 点 ( 环 域 原理 的 推广 ). 

回忆 ( 见 引 理 6.3) 我 们 已 经 用 定义 在 {lu? 一 wt|| < 6, |lwll| < 6, yo € [0,6]} 
上 的 函数 woe 和 wioc 将 映射 Tioe : Mo 五 Mi 表示 为 交叉 形式 , 其 中 6 wy 6' 为 某 
小 量 . 映射 Ti。 由 公式 。 从 这 两 个 映射 的 瘤 加 得 知 两 点 (wo, yo,2w0) 和 
(29，9， 0) 由 映射 了 -1 : (wo0,y9,0) 上 (20,y0, Ww?) 相 联 系 , 当 且 仅 当 


一 下 
9 Tloe 


0 = Wioc (0, ,1, p), 


1 


u = Woc (zo,T 70， w!, pH), 


(6.3.1) 
ul — wv (4) = du ~ wut) + di2y + di3w? 十 telo(u0 yo, 1w), 1), 


wl — ww (4) = dz1(u? ~— wt) + d22y + d23w° + Welo (Wo, yo, WwW), 1), 


其 中 (wl,w!) 是 中 间 点 , 这 里 点 (wo,yo,w0) 的 向 后 轨 线 与 Soe%t 相交 . 
我 们 用 下 面 方法 扩展 这 里 函数 的 定义 域 . 首先 , 假设 对 yo < 0 有 (woc, wioc) 三 0 
然后 对 这 些 函 数 乘 上 某 些 在 (w+,0,0) 的 小 邻 域 以 外 为 零 的 因子 : 
,wl 
p ) , 
uw? i Wt, yo,w!|| 
p ) , 


Uloc 一 Uloc ' 你 ( 


woe = wor: X* ( 
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其 中 Cr - 光滑 函数 x+ 满足 


< 3， (6.3.2) 


这 里 p 是 小 常数 . 我 们 可 以 看 到 这 样 的 乘 数 本 质 上 不 改变 引 理 6.3 中 的 估计 , 仅仅 
可 能 出 现 额外 的 常数 因子 . 注意 到 函数 woc 和 woe 在 (w+ ,0,0) 的 5 小 邻 域内 保持 
相同 , 但 它们 在 定义 域 的 边界 上 现在 是 恒 等 于 零 , 因此 我 们 可 以 考虑 它们 在 邻 域外 
面 恒 等 于 零 而 不 失 光滑 性 . 

同样 过 程 可 应 用 于 映射 Ti3 一 一 函数 wgo 和 wa 可 以 在 点 (w? = wt, 如 = 
0, w? = 0) 的 9 邻 域外 进行 修改 , 使 得 它们 在 与 那 点 距离 为 p 处 为 零 , 这 允许 我 们 
假设 Ta2 对 所 有 的 (ua，y"，w) 都 有 定义 . 回忆 wae 和 wale 是 非 线性 函数 , 因此 ， 
如 果 p 充分 小 , 则 修改 后 的 映射 T32 处 处 非常 接近 于 它 的 线性 部 分 

特别 地 , 这 意味 着 (由 横 截 性 条 件 (6.2.36)) (6.3.1) 中 的 第 三 个 方程 可 将 (uo, vy 人) 
解 出 如 下 : 

(0, 7) = wo p), (6.3.3) 


其 中 /是 某 光 滑 函 数 , 它 的 所 有 导数 一 致 有 界 . 因此 , (6.3.1) 中 的 第 四 个 方程 可 重 写 
为 形式 

Wil 二 gu 0， 4), (6.3.4) 
其 中 9 是 光滑 函数 , 它 的 导数 一 致 有 界 . 将 最 后 一 个 方程 代入 (6.3.1) 的 第 二 个 方程 ， 
我 们 得 到 


VW = Wloc (五 0， n°, g(u), 0， 4), 1). 


由 于 Sass 对 小 的 副 趋 于 零 ( 见 引 理 6.3) , 可 以 取 p 足够 小 使 得 这 个 导数 对 修改 函 
数 wos 一 致 地 小 . 因此 从 上 面 的 方程 可 以 将 解 出 ， 


V1 一 tioc (za， 7, wo, p), (6.3.5) 


其 中 函数 ioc 本 质 上 满足 与 函数 woc 相同 (由 引 理 6.3 给 出 ) 的 估计 . 
将 这 个 表达 式 代 入 (6.3.3) 以 及 (6.3.1) 的 第 一 个 方程 , 可 将 映射 了 -1 表示 为 交 
叉 形式 
0 = F(wo, (zo, 5°)), 
(u0,2y0) = Glw?, (1,90)). 


我 们 可 以 看 到 , 利用 引 理 6.3 的 估计 , 函数 FF 和 G 满足 定理 4.4 的 条 件 (在 定理 下 
面 给 出 的 弱 光 滑 的 条 件 下 , 注意 到 函数 woc 在 如 = 0 不 光滑 )， 因 此 , 我 们 立刻 有 
Cnmintor) - 光滑 流 形 wo? = pg*(w%，y?,， 4) 的 存在 性 , 它 关 于 修改 映射 T-! 是 不 变 的 . 
函数 好 对 所 有 的 uw 3,，y?， jy 都 有 定义 . 由 于 修改 映射 与 原 映射 T-! 在 y >0 的 


(6.3.6) 
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(w*，0,，0) 的 小 邻 域内 重合 , 故 上 面 的 流 形 与 这 个 定义 域 的 交 是 原 映射 的 光滑 不 变 
流 形 . 

由 构造 ( 见 4.2 节 的 环 域 原理 的 证 明 ), 任何 点 的 修改 映射 了 -: 的 向 前 迭代 都 指 
数 式 地 收敛 于 我 们 找到 的 “大 ”不 变 流 形 . 故 所 有 向 后 迭代 处 于 这 个 流 形 的 有 界 距 
离 内 的 点 都 必须 位 于 这 个 流 形 内 . 利用 原来 的 Poincaré 映 射 T, 这 意味 着 所 有 其 向 前 
迭代 位 于 点 (w?， 0, 0) 的 小 邻 域内 的 轨 线 必须 属于 “小 ” 不 变 流 形 . 

从 截面 上 的 这 个 流 形 中 的 点 出 发 的 轨 线 集 是 所 考虑 的 微分 方程 系统 的 不 变 流 形 
(我 们 应 该 选择 停留 在 同 宿 回路 小 邻 域 UV 内 的 轨 线 段 ). 由 构造 , 这 个 流 形 包含 对 所 
有 正 时 间 都 停留 在 UV 内 的 所 有 轨 线 . 特别 , 它 包含 交 Wi 。 站 Dr. 点 O 也 必须 包含 在 
所 得 的 不 变 流 形 内 . 注意 , 上 面 不 变 流 形 的 光滑 性 得 自己 被 证 明 的 它 与 截面 Si 的 交 
(除了 在 平衡 态 O 外 ) 的 处 处 光滑 性 . O 处 的 光滑 性 必须 分 开 验 证 , 但 我 们 在 这 里 避 
免 了 它 的 完全 证 明 ,， 因 为 它 与 我 们 的 目的 无 关 . 在 这 里 我 们 仅 指出 所 得 的 不 变 流 形 
局 部 地 与 扩展 稳定 流 形 Wiss (O) 之 一 重合 , 由 此 得 知 在 O 处 的 光滑 性 , 


6.4” 异 宿 环 的 中 心 流 形 定理 


我 们 已 经 证 明 的 同 宿 回路 的 非 局 部 中 心 流 形 定理 可 以 直接 推广 到 一 类 异 宿 环 . 
就 是 说 , 假设 光滑 依赖 于 某 个 参数 向 量 / 的 Cr - 光滑 动力 系统 族 


t=X(z,n) (6.4.1) 


有 几 个 鞍点 平衡 态 O01,… ,Ok, 它们 满足 上 一 节 的 条 件 (A), 即 对 每 个 鞍点 主 正 特 
征 指数 是 实数 且 是 单 的 . 设 每 个 Oi 的 稳定 流 形 是 n 维 , 不 稳定 流 形 是 m 维 . 假设 
在 j= 0, 对 每 个 i = 1,… ,k, 存在 交 W*(0;) 门 Ws(Oi;41) (相应 地 , 对 ;= 大 是 
W™*(Ok) 门 Ws(O1)) 的 轨 线 T;. : 

轨 线 Ti 称 为 异 宿 的 , 因为 上 一 -co 时 它 趋 于 O; ( 它 位 于 WY*(O;) 内 ), 而 t 一 +oo 
时 趋 于 另外 的 平衡 态 O;;1 ( 它 位 于 Ws(Oi41)). 并 C= Oi1UTiU O02zU:…UOx UT 
称 为 异 宿 环 或 者 异 宿 回 路 . 注意 , 一 般 来 说 个 独立 控制 参数 jv1,… ,4 对 系统 有 
k 个 异 宿 轨 线 环 是 必要 的 . 

对 轨 线 Ti 我 们 加 上 由 上 一 节 的 条 件 (C) 和 (D) 给 出 的 相同 的 一 般 性 条 件 . 即 

对 每 条 异 宿 轨 线 Ti, 假设 它 不 在 非 主 不 稳定 子 流 形 W*(O;) 上 , 且 假设 扩展 稳 
定 流 形 W538(Oi+1) 在 异 宿 轨 线 Ti (对 每 一 个 i = 1,… ,k) 的 每 一 点 与 W*(O;) 的 
强 不 稳定 叶 层 天 *(O;) 的 叶片 模 截 相交 . 

定理 6.4 ”存在 异 宿 环 C 的 小 邻 域 D, 使 得 对 所 有 充分 小 的 jy, 系统 有 (n 十 1) 
维 Cs - 光滑 ! 不 变 的 稳定 中 心 流 形 Wso, 使 得 上 一 +oo 时 任何 不 在 Ws< 中 的 轨 线 


1 对 所 有 的 Oi, 整数 4 必须 满足 a < 7 以 及 gyt? < Re7 名 ,其 中 y 是 0; 的 主 正 特征 指数 ， 
7 是 下 一 个 正 特征 指数 . 
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都 离开 U. 流 形 WC 在 0; 切 于 扩展 稳定 特征 空间 £2(O;). 


| 这 定理 的 证 明 与 定理 6.1 相同 . 我 们 可 以 在 Oiil 附近 对 每 条 T 构造 局 部 截面 
Si. 然后 考虑 Poincaré 映射 的 逆 五 : SW 一 SG-0 (映射 到 是 由 系统 的 向 后 轨 线 
定义 ). 映射 五 可 以 如 6.3 节 用 的 同样 方法 确切 地 修改 ， 这 样 它们 可 写 为 交叉 形式 
Wi-1 = 机 (ui (Ui1, Hi-1), 4), 
(6.4.2) 
(wis yi) = Gi(wi, (Li~1, i-1), 4), 
其 中 w - 变量 属于 Rm-1, (w,y) - 变量 属于 R", 函数 Fh, G; 满足 定理 4.4 的 条 件 . 
可 以 验证 用 I 三 (wi1,: ke , Wk) 和 2 三 ((u1, 2 )， 2 , (Uk, Yk); 4) 表示 的 关系 (6.4.2) (与 
人 为 方程 jy = 8 一起) 定义 了 交叉 映射 


(6.4.3) 
y= G(z,Y), 


它 满足 定理 4.4 的 条 件 . 因此 , 存在 下 面 类 型 的 光滑 不 变 流 形 
(wi Wk) = Pp* (U1, Vi), (Uk Yk); 1). 


此 外 我 们 还 需要 一 点 : 每 一 个 ws 在 这 里 应 该 仅仅 依赖 于 (wi, yi, 4). 这 些 依赖 性 的 
图 像 C 在 扩展 截面 S46Y 上 可 定义 不 变 流 形 : 


人 CE = Li 


为 了 证 明 映 射 (6.4.3) 的 不 变 流 形 有 要 求 的 结构 , 只 需 指出 定理 4.4 得 到 的 不 变 流 形 
是 任意 Lipschitz 流 形 迭 代 的 极限 . 因此 , 如 果 将 (wi = 0,… ,wk = 0) 作为 初始 猜测 
流 形 , 它 实际 上 分 别 代 表 在 540,… , S(* 上 独立 曲面 的 集合 , 于 是 问题 的 本 质 恰 好 
是 所 有 的 迭代 都 有 相同 的 结构 . 因此 它们 的 极限 也 有 相同 的 结构 . 

导出 的 曲面 £} 与 截面 SW 原来 的 局 部 片 的 交 定 义 了 原来 Poincaré 映射 的 不 变 
流 形 . 故 从 这 些 曲 面 中 的 任何 一 个 出 发 的 轨 线 的 集合 就 是 系统 本 身 所 要 求 的 不 变 流 
形 . 

注意 到 通过 改变 时 间 方 向 , 我 们 就 得 到 对 每 个 Qi 主 负 特 征 指数 是 实 且 单 时 类 
似 的 中 心 不 稳定 流 形 定理 , 以 及 正和 负 主 特征 指数 都 是 实 且 单 时 的 二 维 中 心 流 形 定 
理 , 如 在 6.1 节 对 同 宿 回路 所 作 的 一 样 . 

在 一 大 类 可 能 的 异 宿 或 同 宿 结构 中 , 所 考虑 的 异 宿 环 代表 的 是 最 简单 情形 之 一 . 
例如 , 单个 鞍点 平衡 态 可 以 在 某 个 y 值 (在 双 参 数 族 内 ) 有 多 于 一 个 同 宿 回 路 . 在 这 
里 我 们 区 分 两 个 一 般 情 形 : 

。8 字形 同 宿 一 一 同 宿 轨 线 Pi 和 TT。 从 相反 方向 进入 鞍点 , 如 图 6.4.1 所 示 ， 
。 蝴蝶 同 宿 同 宿 轨 线 Ti 和 Ts2 沿 着 同一 个 方向 ( 负 z 方向 ) 回 到 O, 所 以 它 

们 在 O 处 彼此 相 切 ( 当 t 一 +co) 如 图 6.4.2 所 示 . 
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6.4.1 ”8 字形 同 宿 , 对 此 , 非 一 致 性 条 件 满足 : 分 界线 Ti 仅 与 它 的 强 稳 定 叶 片 相交 , 而 叶片 与 
分 界线 Ta 不 相交 . 


6.4.2 ”蝴蝶 同 宿 由 两 个 回路 Ti 和 rs 组 成 , 它 不 满足 非 一 致 性 条 件 : 位 于 平衡 态 附近 任意 点 
Ph ErTa 的 强 稳定 叶片 与 某 点 Pe Ta 的 强 稳定 叶片 重合 . 


注意 , 这 两 种 情形 对 应 条 件 (C) 成 立时 的 两 类 同 宿 轨 线 : 它们 都 不 属于 Www, 因 
此 沿 着 主 方向 即 y 轴 离 开 0. 

假设 横 截 性 条 件 (D) 对 两 类 同 宿 轨 线 ( 见 6.1 节 ) 满足 . 再 次 用 上 一 节 的 构造 
我 们 可 以 证 明 下 面 的 结果 . 
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定理 6.5 ”存在 8 字形 同 宿 轨 线 的 小 邻 域 U, 使 得 对 所 有 充分 小 的 j, 系统 具有 
人 +Dl1) 维 C? - 光滑 不 变 稳定 中 心 流 形 Wc, 任何 不 在 WsC 内 的 轨 线 当 + +oo 
时 都 离开 U. 流 形 Ws< 在 O 与 扩展 稳定 特征 空间 2sP 相 切 . 


同时 , 在 蝴蝶 同 宿 轨 线 附近 显然 在 O 不 可 能 存在 与 5s2 相 切 的 (n 十 1) 维 光滑 
不 变 流 形 . 事实 上 , 这 样 的 流 形 与 W*(O) 的 交 将 是 一 维 且 必 须 包 含 同 宿 轨 线 T; 和 
I2. 因此 得 知 , 光滑 系统 在 不 变 流 形 上 有 具 非 光滑 不 稳定 流 形 ( 它 必须 是 一 维 且 包 含 
两 条 彼 处 相 切 于 O 的 轨 线 ) 的 鞍点 平衡 态 . 这 对 结构 稳定 鞍点 是 不 可 能 的 . 

我 们 看 到 , 在 非 局 部 中 心 流 形 定理 的 证 明 中 事实 上 起 着 至 关 重要 作用 的 横 截 性 
条 件 (D) 并 不 总 是 充分 的 . 然而 , 在 任意 复杂 的 同 宿 或 异 宿 环 附近 , 非 局 部 中 心 流 形 
定理 存在 足够 简单 的 充分 必要 条 件 . 

设 C 是 有 限 个 平衡 态 O1,O2,.…, 周期 轨 线 Li, Lo,…. 以 及 同 宿 / 异 宿 轨 线 
,了 T2,… 的 并 : t 一 +oo 时 每 条 TT。 趋 于 某 些 轨 线 O; 或 Li, 且 当 tt 一 -co 时 
趋 于 同一 个 或 另外 的 轨 线 O; 或 L; (因此 , T。 位 于 对 应 轨 线 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 
交 内 . 在 结构 不 稳定 平衡 态 或 周期 轨 线 的 情形 , 我 们 应 该 考虑 中 心 稳定 或 中 心 不 稳 
定 流 形 ). 我 们 称 任何 这 样 的 集合 C 为 异 宿 环 . 

假设 下 面 的 三 分 条 件 成 立 : 


存在 非 负 整 数 上 > 1,，m, n (k 十 m+ 十 n= 相 空间 的 维 数 ) 使 得 异 宿 环 中 的 每 个 
平衡 态 或 周期 轨 线 , 对 某 正 数 6 和 B; 恰 有 个 特征 指数 入 位 于 长 条 


-6 < ReA< BY 
内 (这 是 谱 的 中 心 部 分 ), n 个 特征 指数 位 于 这 个 长 条 的 右边 : 
ReA 入 > 
以 及 m 个 特征 指数 位 于 这 个 长 条 的 左边 : 


Re 和 < 一 562. 


可 排列 为 
ReAs < -有 < ReAc < Bl <ReA™. 


更 精确 地 , 考虑 到 中 心 部 分 与 强 稳 定 和 强 不 稳定 部 分 之 间 的 空隙 ,可 写 为 
ReAs < -Bs < -8 < ReAc< Bf < Du < ReAw. (6.4.4) 


其 中 By* > BY > 0,Bss > ps >0. 
分 离 值 8; 对 环 中 不 同 的 平衡 点 和 周期 轨 线 可 以 不 同 . 一 个 重要 的 要 求 是 属于 每 
个 谱 部 分 的 特征 指数 的 个 数 k,，m, n 与 特殊 的 轨 线 无 关 . 注意 个 数 k，m, n 并 不 由 
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系统 唯一 确定 . 例如 , 如 果 环 仅 包 含 一 条 回归 轨 线 , 即 鞍点 周期 轨 线 L, 则 原则 上 , 我 
们 可 以 考虑 工 的 所 有 特征 指数 为 临界 的 , 这 时 m = n = 0 而 大 等 于 相 空间 的 维 数 : 
或 者 我 们 可 以 考虑 所 有 具 负 实 部 的 特征 指数 强 稳定 ， 具 正 实 部 的 特征 指数 强 不 稳定 ， 
而 仅 有 一 个 等 于 零 的 平凡 特征 指数 是 临界 的 情形 ( 即 & = 1). 其 它 各 种 对 应 于 大 的 
中 间 值 的 情形 也 是 允许 的 . 

当 研 究 具 体 的 高 维 大 范围 分 支 问题 时 , 虽然 并 不 显然 , 但 特征 指数 谱 的 这 样 的 分 
法 总 是 可 以 办 到 的 . 通常 将 主 特征 指数 取 作为 临界 的 , 非 主 的 作为 强 稳定 和 (或 者 ) 
强 不 稳定 的 . 

我 们 用 另外 的 要 求 来 限制 对 三 分 法 的 不 同 选择 . 就 是 说 , 假定 对 在 环 C 中 每 一 
个 同 宿 / 异 宿 轨 线 T。 横 截 条 件 成 对 地 满足 . 

这 些 条 件 类 似 于 6.1 节 的 条 件 (D) 和 (D')， 按照 定理 5.16, 定理 5.17 和 定理 
5.20, 当 t 一 +oco 时 趋 于 平衡 态 O 或 者 趋 于 周期 轨 线 7 的 轨 线 T。 位 于 O; 或 亡 
的 (m 十 k) 维 扩展 稳定 流 形 Ws 内 , 并 且 通 过 T。 的 每 一 点 存在 唯一 确定 的 m 维 强 
稳定 叶 层 Fs 的 叶片 ; 在 T。 每 一 点 Ws2 的 切线 也 唯一 确定 . 类 似 地 , 当 + -oo 
时 异 宿 环 中 的 轨 线 T。 趋 于 某 平衡 态 0;, 或 者 趋 于 周期 轨 线 L;, 由 此 得 知 F。 位 于 
0; 或 者 厂 的 (n + 加) 维 扩展 不 稳定 流 形 Wr 内 (在 TT, 的 每 一 点 W*5 的 切线 是 
唯一 确定 的 ), 以 及 通过 T。 的 每 一 点 存在 唯一 确定 的 强 不 稳定 叶 层 Fu* 的 n 维 叶 
片 . 流 形 W583 在 O; 或 L; 与 对 应 特征 指数 谱 的 临界 部 分 和 强 稳定 部 分 的 线性 化 系 
统 的 扩展 稳定 不 变 子 空间 £3 相 切 . 流 形 W*5 在 0; 或 万 与 对 应 谱 的 临界 部 分 和 
强 不 稳定 部 分 的 扩展 不 稳定 不 变 子 空间 Ev 相 切 . 叶 层 Fs 包含 强 稳定 流 形 , 它 在 
Oi 或 Li 切 于 强 稳定 不 变 子 空间 E55, 并 且 叶 层 Fw 包含 强 不 稳定 流 形 , 它 在 0; 或 
Lj; 切 于 强 不 稳定 不 变 子 空间 E*. 

模 截 性 条 件 是 : 


在 每 条 轨 线 T。c C 的 每 一 点 , 扩展 不 稳定 流 形 与 强 稳 定 叶 层 的 叶片 横 截 相交 ， 
以 及 扩展 稳定 流 形 与 强 不 稳定 叶 层 的 叶片 横 截 相交 . 


注意 到 由 于 子 空间 关于 线性 化 系统 的 不 变性 , 横 截 性 必须 在 每 条 轨 线 T。 的 一 
个 点 得 到 验证 . 

特征 指数 谱 的 分 法 的 不 同 选择 导致 包含 于 上 面 横 截 性 条 件 中 的 不 同 流 形 和 叶 层 . 
对 我 们 的 一 些 选择 横 截 性 可 能 成 立 , 但 对 有 些 则 可 能 不 成 立 . 因此 在 不 同 可 能 的 三 
分 法 中 这 些 条 件 会 作出 进一步 的 选择 . 


定理 6.6 设 g 和 p 是 使 得 对 环 中 任何 平衡 态 或 者 周期 轨 线 , 满足 By > 
qBY,B8* > pB? 的 最 大 整数 ( 诸 6 是 (6..4.4) 中 的 分 离 常数 ). 

设 Cr - 光滑 系统 (r > 1) 有 异 宿 环 C, 且 设 三 分 条 件 和 横 截 条 件 满足 ， 则 在 C 
的 小 邻 域 UV 内 , 系统 有 包含 C 的 维 光 滑 不 变 流 形 Wo, 它 在 C 的 每 一 个 平衡 态 
和 周期 轨 线 与 临界 子 空间 £ = E35 门 EvB 相 切 , 当 且 仅 当局 部 强 稳定 和 局 部 强 不 稳 
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定 叶 层 的 任何 叶片 与 集合 C 相交 不 多 于 一 点 . 在 这 条 件 下 , 流 形 WC 对 任何 Cr - 
接近 于 原 系 统 的 系统 存在 , 且 它 关于 系统 连续 变化 . 

流 形 )V2 是 Ca97) - 光滑 的 . 它 是 (m + jb) 维 Cmin(er) - 光滑 不 变 流 形 
Ws 和 (+ 让) 维 Cmin(Pr) - 光滑 不 变 流 形 WC 的 交 , 它们 在 异 宿 环 C 的 每 个 平 
衡 态 和 周期 轨 线 分 别 切 于 扩展 稳定 和 扩展 不 稳定 不 变 子 空间 £5 和 E*5. 对 所 有 正 
时 间 停 留 在 邻 域 UV 内 的 所 有 轨 线 属于 )WsC, 对 所 有 负 时 间 停 留 在 邻 域 U 内 的 所 有 
轨 线 属于 )W”C. 因此 , 所 有 停留 在 U 的 轨 线 整个 地 属于 不 变 流 形 JWC2 


我 们 不 准备 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 这 一 章 前 面 的 几 个 非 局 部 中 心 流 形 定理 为 其 
特殊 情形 . 例如 , 当 我 们 考虑 单个 同 宿 回路 时 , 强 不 稳定 流 形 是 强 不 稳定 叶 层 的 特殊 
叶片 . 如果 同 宿 轨 线 位 于 这 个 叶片 内 , 形式 地 讲 , 它 与 叶片 相交 于 连续 点 , 这 些 连续 
点 妨碍 光滑 不 变 流 形 的 存在 性 . 因此 , 条 件 (C) 和 (C') 对 6.1 节 中 的 定理 的 成 立 是 
必须 的 . 

当 我 们 考虑 一 对 同 宿 回 路 时 , 强 不 稳定 叶 层 的 叶片 是 6.2 节 坐 标 下 的 一 类 曲面 


(u, 2) = Pw). 


我 们 可 以 直 化 叶 层 使 得 叶片 是 曲面 {y = 常数 } 与 不 稳定 流 形 的 交 . 在 8 字形 同 宿 的 
情形 , 对 应 y > 0 的 每 个 叶片 交 同 宿 轨 线 Ti 于 一 点 , 而 对 应 y < 0 的 每 个 叶片 也 交 于 
同 宿 轨 线 Ts 仅 一 点 . 强 不 稳定 流 形 即 对 应 y = 0 的 叶片 交 同 宿 环 C = OUTi WUT， 
于 点 O. 因此 , 8 字形 同 宿 轨 线 附 近 , 关于 非 局 部 中 心 不 稳 定 流 形 的 存在 性 的 定理 6.5 
与 定理 6.6 的 一 般 结 果 是 一 致 的 . 

相反 , 在 蝴蝶 同 宿 的 情形 , 对 应 正 y 的 每 一 个 叶片 与 两 条 同 宿 轨 线 相交 . 因此 我 
们 前 面 关 于 不 存在 光滑 不 变 流 形 的 结论 与 后 面 的 定理 在 形式 上 是 一 致 的 . 
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在 研究 由 壕 点 以 及 它们 的 连接 轨 线 组 成 的 同 宿 回 路 分 支 和 异 宿 环 分 支 时 , 我 们 
碰 到 在 鞍点 平衡 态 附 近 系 统 解 的 适当 渐 近 问题 . 显然 在 平衡 态 附近 系统 的 形式 越 简 
单 , 就 越 易 于 研究 它 的 性 态 . 将 系统 在 鞍点 附近 化 为 适合 于 许多 分 支 问题 的 好 形式 
的 可 能 性 由 2.9 节 的 定理 2.17 建立 , 我 们 在 这 里 叙述 它 的 完全 证 明 . 
考虑 依赖 于 某 些 参数 / 的 动力 系统 族 X(1). 假设 X(A) 对 所 有 变量 和 参数 是 
Cr -光滑 (r > 2) 的 . 我 们 可 将 X(A) 表示 为 形式 ( 见 第 2 章 ) 
汉王 Al(p)zT+ fi(z,y, u,v, H), 


t= Az(p)u tt fo(z,Yy, u,v, 1), 
(A.1) 
y = Bi(u)y + gi1(7T,Yy, UV， 4) 


v= B2(p)v g2(7T,Yy, u,v, H), 


4 0 ) 
A(0) 三 
0 42(0) 


的 特征 值 位 于 复 平面 虚 轴 的 左边 , 分 块 对 角 和 矩阵 


人 0 ) 
B(0) = 
0 B2(0) 


的 特征 值 位 于 复 平面 虚 轴 的 右边 . 
我 们 也 假设 矩阵 A1(0) 的 特征 值 (A1,… , Xm,) 有 相同 的 实 部 , 即 


Re 和 Ml=:….= ReAMm: = 和, 和 A<oO, 


其 中 分 块 对 角 和 撼 阵 
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和 矩阵 B1(0) 的 特征 值 (y1,… ,> ) 的 实 部 彼此 相等 , 即 


Rem=...= Re =7, 7Y>0. 


关于 和 矩阵 42(0) 和 B2(0) 的 特征 值 , 假设 4>(0) 特征 值 的 实 部 严格 小 于 和 B2(0) 的 
严格 大 于 x. 在 这 种 情形 下 , z 和 y 分 别 是 主 稳定 和 主 不 稳定 坐标 , uw 和 w 是 非 主 坐 
标 . 


定理 A.1 存在 关于 (zx,w,y,v) 为 Cr-1 类 的 局 部 坐标 变换 (变换 关于 (zx,u,y,v) 
的 一 阶 导 数 对 (z,w,y,v,4) 是 C 一 2 的 )!, 将 系统 (A.1) 化 为 形式 
全 一 Ai(p)T + fii(z, uy,v, pT + fi2(T, L,Y,v, pu, 
= 42 (pu 十 f21(z, UY,v, H)T f22(7, UV, Y, UV, HL)u, (A 2) 
y = Bi(p)Y + g11(7, vy, v, HA)Y + 912(2, UN) | 
v= B—B, (p)v 十 g21(7, 2 Y, Vv, H)Y 上 g22(7, VU, Yy, Vv, A)v, 
其 中 fi j» gij 关于 (z, vu,Y, v) 是 CC 的 ， 它们 关于 (z, 2 Y, v) 的 一 阶 导 数 对 (z, 了 Y, Vv, 1) 
是 Cr 的, 并且 
fi;(0,0,0,0, xn) = 0， gi;(0, 0, 0, 0, 4) = 0, 
fii(7, u, 0, 0, 4) 三 0， g1i(0, 0, y, v, 4) 一 0， (A.3) 
fi1(0, 0, y, v, 4) 三 0， gji1(ziu 0, 0, 4) 三 0 (i,7 一 1,2) 


证 明 ”用 鞍点 不 变 流 形 直 化 的 变量 变换 将 系统 (A.1) 化 为 (A.2) 的 形式 . 这 个 
变换 有 形式 ( 见 2.7 节 ) 


Bi 
| 


立 一 Pls(Y, v, 4), 


Uo Pp2s(Y, V, 1) 


St 
| 


(A.4) 
2 — Wiu(T, u, 4), 


Cl 
ll 


vO— Woau lL, Vu, 1), 


© 
| 


其 中 {z = pls (oj = p2s(y,0),1)} 和 {y = piu (Tp),v = ou(z, ,1)} 分 别 
是 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 方程 . 这 个 变换 没有 给 我 们 恒等式 (A.3). 到 目前 为 止 
我 们 得 到 在 (A.2) 中 的 函数 ; 和 g; 是 C"-! - 光滑 且 在 原点 为 零 . 


1 在 > = co 时 , 变换 关于 (z,w,y,v) 是 Ce 的 , 但 是 对 py 只 有 有 限 光 滑 性 . 
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我 们 也 可 将 系统 (A.2) 重 写 为 形式 


$= A(p)T+ Ri(z, wp) + p1(y,v) HT + p2(Y,v, H+ ， 
= A2(p)u t+ Ro(z, vp) 十 pas( VHT + pa(Yy, uv 十， 
y= Bi(p)y + P(y,v, 0) + hr, HY + Walz, uy Hv + , 0 
v= Ba(p)v + Pa(y,v, 1) + wa(z, uu, HY + WalT, uy A)V + , 
其 中 
Ri = falz,u,0,0, 1)7 + fio(T,u,0,0, 4)u, 
P: = gi1(0, 0,y, v, A)Y + gi2(0, 0,y, 2, Hu, 
pl = fi1(0,0,y,v, KH), wp2 = fi2(0,0,y,v, 1), 
9p3 = f21(0,0,y,v,1), yp4 = f22(0,0,y,v, 4), 
W1 = gui(T,u,0,0,4), wz = gi2(z, vu, 0,0, 1), 
ws = g21(z, 4, 0,0, 1), Wa = g22(7, u, 0, 0, 1) 
以 及 


Ri(z, VU, 1) = Ri (z, uu, HA)Z 证 Ri2(z, U, Wu, 
Pi(y,v, 4) = Paly,v, p)y + Bzly, v, 1)v, 


Ri ;(0,0,1) =0, Bi;(0,0,4) = 0， 
pi(0,0, 14) 三 0, wi(0,0, 4) = 0, 
省 略 号 表示 后 面 我 们 将 称 为 可 以 忽略 的 项 : 在 前 面 两 个 方程 中 它们 是 满足 
fl0,0,y,v,1)=0 和 f(z,u,0,0,1)=0 
的 形 如 f(z,w,y,v, 4)z 和 f(z,tw,y,v, J)u 的 项 , 在 后 面 两 个 方程 中 它们 是 满足 
5(0,0,y,v,4)=0 和 g(x,u,0,0,4)=0 
的 形 如 5(z,w,y,v,p)y 和 5(z,4,y,v,4)v 的 项 . 
显然 , 这 个 定理 的 证 明 化 为 消去 (A.5) 中 的 下 划 线 项 . 为 了 去 掉 这 些 项 , 我 们 将 
执行 一 系列 连贯 的 变量 变换 
(1) 
61 =7T+h(y, vr 62=u+ ha(y,v, Hp)7, 


7 一 2 72 三 Vv， 
其 中 hi(0, 0, 4) = 0; 
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(2) 
&1 二 了， 2 一 VU， 
MN 一 多 十 51(ZU HY m=v +s2(7,u, H)Y, 
其 中 si(0, 0, 4) = 0; 
(3) 
E =7+ri(r, uN)T+ro(z uu ca =u, 
71 三 2 72 三 Vv) 
其 中 71 (0, 0, 4) =0, r2(0, 0, 4) =0; 以 及 
(4) 
&1 三 工 ， &2 一 也 
m=Yy+pi(y,v, HY 十 pa( HA) m2 =v, 
其 中 pi(0,0, 4) = 0,p2(0,0, 4) = 0. 
变量 变换 (1) 去 掉 系 统 (A.5) 中 的 项 pg! 和 wa. 用 变量 变换 (2) 消去 项 Wi 和 
wa. 用 变换 (3) 消去 项 R. 最 后 用 变量 变换 (4) 消去 项 只 , 因此 原 系统 化 为 我 们 所 
要 求 的 形式 . 
第 一 步 . 我 们 作 坐 标 变换 (1). 系统 (A.5) 的 第 一 个 方程 写 为 


: .Ohi. Ohi. 
El 一 全 十 By 一 Bo + hi(y,v, WH)L 


= Ai(p)z + Ri(z, ,1) + pi(Y, VL)T + p2(Y,v, Hu 
Ohi 
Ty 
Oh 
Ov 


Hhi(y 0, 0) A(z + ales p) + pi(y, 0 T+ p2(y, 0 pu) + 


(B (py + Pi(y,v, 4) + (rv, HY + wa(L, u, p)v) 了 (A.6) 
十 (Ba(ov + Pz(y, J, 4) + Wa(T,, Hy + Walz, us)v) I 


注意 到 带 下 划 线 的 被 加 项 
Dirt ye, Pwo, 2 A)vZ, Paz yr, 
TAC hi(y,v, 4)R1(z, AN) 


是 可 被 忽略 的 ( 即 它们 可 以 写 为 有 (zw,y,v,1)z+ 记 (Zu,y,v,p)v, 其 中 所 (0,0,y, v4) 三 
0 以 及 记 (z,w,0,0,4) = 0). 我 们 也 指出 


Ri(z, u, 4) = R(é1, &2, 4) i 
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如 上 , 其 中 省 略 号 表示 可 忽略 的 项 . 由 于 
T= 61 并: hi(y, v, H)z, 


(A.7) 
vu 二 [9 ef h2(y,v, 4), 


我 们 得 到 
& = Ai(p)é1 + Ri(&i,é2, 4) + p2{n1, m2, HL)E2 
+[—A1(p)Rhi(y, vp) + p1(Y, 9, 1) — po2(y,v, ph2(y, vo, 1) 


+ (Bi(p)y + Pi(y,v, 1)) + Sn (Bo(1)v + Po(y,v, 1)) (A.8) 


十 /1 (vy, 2 A)41(A) 十 hil(y, 2 HP1 (y, 2 ££) 
—hi(y,v, 4)p2(Yy,v, Hh2 (y,v, p)) T+ hi(m, m2, HP2 (72, HE2 + . 


类 似 地 , 我 们 得 到 (A.5) 中 第 二 个 方程 


: .Ohz, | Oh>. ; 
2 一 忆 十 Bt Bo Tt h2(y,v, 1)z 


= Az(p)u + Rz(z, ,pp) + pa3(y,v, HT + paly, UN) 
Oh Oh 
er (Biy + Pi(y,v, 1)) z+ Be (Bzv + Pa(y,v, 1)) 7 


+h2(y,v, 4) (A1(p)T + pi1(Y,v, HT + Pp2(Yy,v, HU) + 
= Azé2 + R2(é1, €2, 4) + Pal 2, 4)E2 (A.9) 


+ [~—Az(p)ho(y,v, 1) + paly,v, 1) — paly,v, 1)h2 
oh Oh 
+ 机 (BP)y + Ply,0,)) + Bo (Balp)v + Paly,v,h)) 


+h2(y,v, 4)A(H) + hza(y,v, pp1(Y,v, 4) 
—h2(y,v, Hp)P2(Yy, 2, 4)h2(y,v, 4)] 7 
+h2(mi,72, 4)p2(m, m2) HK)é2 + . 
第 三 个 和 第 四 个 方程 的 形式 在 这 样 的 变量 变换 下 不 受 影响 . 
假设 函数 hj(y,v,4) 和 hz(y,v,4) 满足 下 面 的 条 件 
Aihi — hiA1 — yi+ p2hz 一 如 pl 十 hip2h2 = Be (By +P)++ (Bo + Py), 
Oh Oh2> 
42jha — h2A2 一 93 十 wd4ha — h2p1 十 hp2h2 = Dy 十 互 ) 十 责 (Bx 十 肋 ). 
(A.10) 
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由 此 得 知 (A.8) 和 (A.9) 中 方 括号 内 的 表达 式 为 零 接 下 来 考虑 下 面 的 矩阵 方程 系 
统 

X=AX- XA p+ paU — Xp + Xp2ad, 

U= AU -UA -oa+war 一 Up1i + Uw2U, 


. (A.11) 
和 二 Biy 二 Ph, 


v= BvtP. 


这 里 , 矩阵 X e Rm™xm 和 Ue Rmxm, 其 中 mz 是 向 量 v 的 维 数 . 系统 (A.11) 有 
平衡 态 O1(0,0,0,0). 其 线性 化 系统 是 


, Op1 Opi 
.Pk he i 
1 X 1 By {0, 0, HA)V Ov (0, 0, p)v, 


: Op3a Op3 
去: 二 一 二 3 二 :二 3 
U 2U—UAi By (0,0, p)y Bo (0, 0, p)v, 


y= Biy, 
v= Bov. 
这 个 系统 的 特征 指数 的 谱 可 以 表示 为 下 面相 应 线性 算 子 的 谱 的 并 ， 


Xo AIX—XAl, 
Um AU— UAi, 
ym Biy, 


vm Bov. 


现在 回忆 矩阵 理论 中 熟知 的 事实 ( 见 [39]), 就 是 说 , 对 任何 方 阵 4 和 B, 算 子 2 下 
AZ 一 2B (其 中 2 是 长 方形 和 矩阵) 的 谱 属 于 矩阵 4 和 B 的 特征 值 之 间 所 有 可 能 的 
差 所 组 成 的 数 集 . 

于 是 , 由 于 和 矩阵 42 的 特征 值 位 于 和 矩阵 4 特征 值 的 左 方 , 而 后 者 都 位 于 直线 
Re.= 入 上 , 由 此 得 知 当 /= 0 时 系统 (A.11) 的 平衡 态 有 m? 个 特征 指数 在 虚 轴 上 ， 
mi .7n2 个 特征 指数 在 左 半 开平 面 , ni + nz = n 个 特征 指数 在 右 半 开 平面 . 因此 , 系 
统 (A.11) 的 平衡 态 有 由 方程 {X = 和 (办 ,TU = hz(y,v,p)} 定义 的 n 维 强 不 稳定 
不 变 流 形 Wi*. 此 外 , 函数 hi(y,v,0) 和 hz(y,v,0) 满足 条 件 (A.10), 因为 这 些 正 是 
流 形 {X = hi,U = hz} 关于 (A.11) 的 不 变性 条 件 . 

hi 和 ha 关于 (y,v) 的 光滑 性 与 系统 (A.11) 的 光滑 性 相同 , 都 等 于 Cr-!, 因为 
由 构造 , 函数 p; 和 wi 是 C"-!. 而 关于 的 光滑 性 减少 1, 此 外 , 即使 7+ = oo 它 也 
仅 为 有 限 光滑 ( 见 5.4 节 ). 

因此 , 由 强 不 稳定 流 形 定理 , 满足 (A.10) 的 光滑 函数 hi, hs 存在 . 在 作 了 变量 
变换 (1) 以 后 我 们 的 系统 取 (A.5) 的 形式 , 其 中 y1 =0 和 ws =0. 
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第 二 步 . 执行 变换 (2) 我 们 得 到 


上 = Ai(p)é1 + Ri(é1, €2,1) + 2 (m1, Ta, K)E2 十 ， 


é2 = A2(p)é2 + Ra(€1, é2,1) + Pal TH)é2 + 


a 4 931. Et ; 
hn=y+ griy+ By S1(2,U, MH)Y 


= Bi(W)y + Pi(y,v, 1) + (ru, HY + walz, u, H)Y 
+ (hs + Bales pO) y+ 2 (haut Roles p)y 
十 si(Z Lu, 1) (Bi(p)Y + bi(z, up)Y + ba(T, UK)V) + 
= Bi(p)m + Plm, mr) + walé1, €2, 1) m2 
十 [一 B (4)si(z,u, 4) + bi(z, vu, 4) 
—w2(T, u, 4)s2(T, UL) 十 2 (Ai(1)z + Ri(z, vu, 4)) 


0 
+ 3 (Aa(p)u + Ralz,w))) + si(z, up)B1(h) 
十 S1(Z, Lu, HDi(T, vu, p) 一 si(Z up) D2(T, u, H)s2(T, NA)]Y 
十 s1(6 €2, 4)W2(é1, €2, 4)m2 十 , 
二 认 十 Os2 ， Os2 . 5 
加 =V+ Biy+ Byt+ s2(2, UM)Y 
三 B2(1)v 下 Ply, Vv, V4) 三 Was(z， vu, WL)y Es Walz, 2 HK)v 
0 
+ (A1T + Ri(z,u, pH))Y+ (Azu + R27, vu, 1))y 
十 s2(z， u, 1) (Bi (Wy 二 1 (z, u, MH)Y 上 Wo (ZT, 也 ， 4)v) 5 
= B27 + Pa(m, 2 4) + Walé1, é2, 4) 
+ [—B2 (4)s2(7, VU, 4) wal(z, vu, 4) - Walz, 也 ， 几 )52 
二 5 (Ai(p)u 十 Ri (z, 也 ， 人 )) < 2 (Az(p)u 十 R2(z, vu, 4)) 
十 S2(Z， Vu, HL)B1 (4) 十 5s2(T, 2 KH) (z, vu, 1) 


一 52{Z， 也 ， AL)w2lz, 2 1H)s2(T, vw, 4)] 2 
+82(é1, €2, 1) 2(€1, £2, 1)m2 十 … . 


选取 函数 s: 和 sz 使 得 方 括号 中 的 表达 式 变 成 恒 等 于 零 , 即 


0 Os 
Bisi 一 s1B1 — Wi + Ww2s2 — s1W1 十 s1w252 = Bo (A 二 Ri) 十 Bi (M2 + R2), 


0 0 
Boas — s2Ba — Wa + Vasa — sa 十 sayasa = F(Aiz + Ri) + 天 (Azu + Ra). 
(A.12) 
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为 了 证 明 这 样 的 s 和 sz 存在 , 考虑 和 矩阵 系统 


也 三 417 十 Ri1, 
v= 424 + R2, 
(A.13) 
Y= BY—YB 一切 十 名 了 一 YV + YoyoV, 
V= BoV -VB -w+whaV — Vo + VwoaV, 
其 中 Ye Rm 且 VEeRnana. 对 所 有 小 这 个 系统 有 平衡 态 Os(0,0,0,0). 其 线性 化 
系统 是 


一 Aizx 
4 = Azu, 
Y=BY—-YB— 0, 0， mz- 0 0, p)u, 
a 0 S00, i m0 和 


在 jp = 0 处 特征 指数 的 位 置 如 下 : n? 个 特征 值 在 虚 轴 上 , ninz 个 特征 值 在 虚 轴 左 
边 , 以 及 m 个 特征 值 在 虚 轴 的 右边 . 因此 , 系统 (A.13) 具有 由 {Y = si(z,w, 4), V = 
s2(Z, ,4)} 定义 的 m 维 强 稳定 不 变 流 形 W3*. 

我 们 已 经 找到 了 满足 条 件 (A.12) 的 隔 数 s1(x,w,n) 和 so(z,w,4)， 因 此 变量 变 
换 (1) 和 (2) 使 得 系统 (A.5) 满足 pl 三 0, ws 三 0, 加 三 0 和 wa = 三 0. 

第 三 步 . 为 了 作 变 量变 换 (3), 我 们 引入 记号 


a 0 ) ee C. 0 ) 
Ww) 二 ; 二 》 
0 Az(1) 0 B21) 


Ri(x, 1) 
r(x, 4) = (ri1(x, 4), T2(X, 4)), R(x, 1) = ( Wak | 
R2(x, 4) 


Pil(y, 4) 
p(y, 1) = (ri(y, 4), T2(y,1)), Ply, 1) = 
Ply, 1) 


普 助 上 面 的 新 记号 , 变量 变换 (3) 取 形式 


El 一 了 十 7(x, 凡 ) X， 上 一 WU， Mm=Yy, m=v. 
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设 R(x, 4) R(x, 1) xX) 因此 ， Rl (x, 1) Rh (x, 4) x 和 R2(x, 1) 一 R2(x, 1) x. 作 这 个 
变量 变换 后 得 到 
和 一 冯 十 Grix + T(x, J)X 
= 4i(p)z + Ri(x,p) + p2(y, pu 
+ A)x + RO A) + 7 D(A)x + RO A) +. 
= Ai(Wé1 + palm, mas p)é2 + [—Ai()rbep) + Fr lx, p) 
+ (A + Rl p)) +7% /AW) + rte tet) | x+ 
é2 = A2(p)é2 + Ro(é1,é€2,1) + pa(m, ms 1H)é2 十， 
= Bi(p)m + Pi(m, a, 1) + wa(é1, 2; 1)m + + 
ho = Bo(p)m + Pol Ts 1) + Pal€1, 2, 1)m + , 
其 中 


wv2(0, 0， 4) 三 0， Pn HK) 三 三 0. 


假设 >(z,mw) 使 得 方 括号 内 的 表达 式 为 零 , 即 假定 下 面 的 条 件 成 立 


F(A(p)x + Elx, jx 


(A.14) 
= Ai(p)7(x, 4) — 7(x, 1) A(p) — Blx, 1) — r(x, 1) R(x, p). 
考虑 矩阵 微分 方程 系统 
-党 RR xX, LL)X, 
X= 4(A)x + R(x, 4) (A.18) 


Y =A)Y — YA- Ri(x,n)— YR(x, yr), 


其 中 Ye Rmm, x € Rm. 对 所 有 充分 小 几 这 个 系统 有 平衡 态 Os(0,0), 它 的 特征 指 
数 由 线性 算 子 


A 
YAY -YA 一 S(O0, px. 
的 谱 组 成 . 由 此 得 知 当 = 0 时 , 点 0s 有 m3? 个 特征 指数 在 虚 轴 上 , 有 (mma -m3) 
个 和 m 个 特征 指数 分 别 位 于 虚 轴 的 左边 和 右边 . 这 导致 对 充分 小 的 ,系统 (A.15) 


具有 mm 维 不 变 流 形 ( 强 稳定 ) Y = r(x, 4). 这 给 出 满足 条 件 (A.14) 的 函数 > 的 存在 
性 . 
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具有 这 样 的 r(x,m) 的 变换 (3) 将 系统 变 为 满足 ol =0, ws 三 0, 加 三 0, 如 三 0 
和 Ri = 0 的 形式 (A.5). 

第 四 步 . 作 变量 变换 (4), 我 们 得 到 

61 = 4i(00)6 + Ri(€1, é€2,1) + Pa(m, m2 H)é2 + +. , 

é2 = A2(p)é2 + Ro(€1, €2,1) + Balm, ma, H)é2 + + , 

四 一 了 十 Ey + p(y, 4)y 

= Bi(p)y + Pi(y,p) + waly, AH) 
-学 (B(p)y + Ply, 1))y + ply, 1) (B(p)y + Ply,p)) + 


= Bi(p)m + wo(é1, €2, 4)n2 十 [-a (p)p(y, 1) + Bl(y,p) 


+(B (Wy + Ply,W)y) + p(y,H)B(K) + p(y, 1)P(y, 中 y 十 ……， 


mh = Bo(p)m + Bn ,1) + Walé1, 2, 0)n2 十 ……， 


其 中 P(y,4) = Ply,p)y. 
选择 函数 p 使 得 方 括号 中 的 表达 式 恒 等 于 零 , 即 


(By + Bly, p)y) 


(A.16) 
= Bi(j)p(y,4) 一 p(y,A)B( — Bly,p) — ply, 1)P(y, 4). 
显然 , 系统 最 后 取 所 求 的 形式 . 
为 了 确认 这 样 的 函数 p 的 存在 性 , 考虑 矩阵 微分 方程 系统 
芒 三 Bi(1)X WE XB(p) Bl(y,p) XP(y, 1), 
(A.17) 


y= B(y)y+ Pl(y,r) y, 


其 中 Xe Roman 且 y e Rn， 对 所 有 充分 小 的 ,这 个 系统 有 平衡 态 Os(0,0), 它 的 特 
征 指数 是 由 线性 算 子 
0 (0,j)y, 


Xo BOX-XBO- 吉 


ym Blu)y 


的 谱 组 成 . 当 py = 0 时 04 的 特征 指数 有 : n? 个 在 虚 轴 上 , (nin 一 n?) 个 和 nn 个 特征 
值 分 别 位 于 虚 轴 的 左边 和 右边 . 因此 , 对 充分 小 几 系统 (A.17) 具有 形 如 XX = p(y, wx) 
的 m 维 不 变 流 形 Wi ( 强 不 稳定 ), 其 中 函数 p 满足 条 件 (A.16). 证 明 完毕 . 
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在 了 "+7m 中 具 mm 维稳 定 和 nn 维 不 稳定 不 变 流 形 的 鞍点 不 动 点 的 邻 域内 考虑 Cr 
一 光滑 (r > 2) 映射 族 T(j). 

设 鞍 点 的 乘 子 是 (A1,… ,Am) 和 (X41,… ,Yn), 其 中 |X| < 1(k=1,…,m) 以 及 
?xl > 1 (k = 1,… ,n). 假设 乘 子 (A,… , Am ) 按 绝对 值 等 于 某 X 0 < 入 < 1, 余下 
的 稳定 乘 子 (w+ ,和 m) 的 绝对 值 严 格 小 于 和 对 不 稳定 乘 子 (Mn + ,和 m) 
我 们 假设 7 = …= ?=7>1 以 及 对 上 >m 有 | 六 | > 1 

完全 类 似 于 平衡 态 附 近 的 系统 ( 见 附录 A), 映射 T(1) 可 以 (用 Cr-l 变量 变换 ) 
化 为 形式 


Sl 


= Ai(p)z + fi1(z,Y, vp)T + fi2(T, uy, V, pu, 
T= As(p)u + foi(z,Yy,v, HT + fo2(T, UY,v, Hu, 硬 当 
y= Bi(p)Y + 91(7T,u,Yy, 十 gl2(Z L,Y, Vp), 
T= Bo(p)v + g21(T, 2 0 HNY + 922(T, 2 Y, V, H)v, 


其 中 41(0) 的 特征 值 是 (和 1,… ,和 Am), 42(0) 的 特征 值 是 (Am, +41,… ,和 Am), B1(0) 的 
特征 值 是 (71 RE 以 及 B2(0) 的 特征 值 是 (Yni+1 pa 此 外 ， Ce 纯 
数 1f:; 和 gi;; 满足 
fi;(0,0,0,0, 4) = 0, gi;(0,0,0,0, 4) = 0, 
fii(z, 0, 0, 1) 二 0， 911(0， 0， 2 4) 三 0， 


1 它们 对 所 有 的 变量 和 j; 有 直到 (x -- 1) 阶 连续 导数 , 除了 单独 关于 jy 的 最 后 (7 一 1) 阶 导数 可 、 
能 不 存在 . 
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万 2(Z) u, 0， 0， 4) 三 0， g12{0, 0, y,v, 1) 三 0， (B.2) 


fii(0,y,v,4) 三 0， gii(z,u,0,4)=0. 


我 们 特别 注意 化 为 这 个 形式 ， 因为 它 让 我 们 在 鞍点 不 动 点 附近 可 以 得 到 边 值 
问题 ( 见 3.7 节 ) 解 的 好 估计 . 就 是 说 , 令 函 数 居 2, 2 定义 边 值 问题 的 解 : 点 
(zu U) 是 点 (z0,u0,yov0) 在 映射 T(J)* (在 原点 的 小 邻 域内 ) 作用 下 的 像 ， 
当 且 仅 当 (za) = (入 ,她 ) (z0u0,y5o1) 和 (you0) = (72) (Zz0,u0,y1,v1). 设 
和 Xo(A) 和 yo(p) 是 使 得 对 一 切 ; >0 有 


41(p < 常数 .和 olp?， Bi < 常数 -Yo(p) 悦 . (B.3) 


例如 , 当 仅 存 在 一 个 稳定 主 乘 子 (ma = 1 且 和 i 是 实数 ) 时 , 则 Xo(1) = 入 (p). 如 果 
存在 一 对 复 共 恩 稳 定 主 乘 子 (ml = 2 且 Xi = X 是 非 实数 ), 则 Xo(u) = Re Xi (0). 
类 似 地 , 如 果 m = 1, 则 yo(j) = Xi(p); 如 果 m = 2, 且 m = 3 不 是 实数 , 则 
Yolp) = ReAi(p). 

因为 4 和 B 光滑 依赖 于 ,对 gq = 1,… ,7 一 1 我们 也 有 


[Ee < 常数 . jaro( 由 -1 (B.4) 


Da 
< 常数. jXo(1， | 站 (Bi(p) -7) 


我 们 还 要 引信 量 X 和 ~y', 它们 满足 XI < 入 < 和 0 和 ro < Y < ye, 使 得 对 一 切 
7 之 0 有 


42(p 站 | < 常数 . (XN?， 1B2(p) 下 < 常数 . (7) (B.5) 
且 对 所 有 关于 5 的 导数 , 相同 的 估计 成 立 . 
引 理 B.1 如 果 恒 等 式 (B.2) 成 立 , 则 


= Ai(p)*z? + o(M(p)®), R= Bi(p) y+ o(yo(p)™*), (B.6) 


£2 = o(M(p)*)， =o(Y4(p) *). (B.7) 


其 中 项 o( 色 ) 和 o(ys*) 是 Cr-1 - 光滑 的 , 且 它们 关于 (z,wo,y1,v1) 的 所 有 导数 
分 别 也 是 o(0AS) 和 o(y5*) 阶 , 关于 1 微分 q 次 的 导数 分 别 有 o(k? 和 68) 和 o(kan0 
(q = 0,… ,7 一 2) 的 估计 . 


证 明 记 
fi= fart fiou 和 g; = gi1y + gi2v. (B.8) 
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只 需 证 明 ( 见 3.7 节 ), 对 给 定 小 的 (z0, wo,y!,v1), 系统 


j-1 
Xj; 一 AIz? 十 > (Zs, Ls, Vs Vs; 4), 
s=0 


j-1 
wj = Agud + 2 A fa(zs, Ue, Ys v5, p), 
s=0 
a (B.9) 
yi 二 Bi -Dy — DBiI ®t Ng (zs, us, Ys, ve, pi), 
3 一 了 
i k—1 | 
Vi 一 万 了 7) yl 一 > By St) g, (zo, ue, Ys, va, 1) 
3 一 了 


的 解 {(zo, uo, yo, v0), ke (Tk, Uk, Vk, Uk)} 满足 下 面 的 估计 
llz; — Aiz°|| < Bp1(k), 
luwll < B920), 


lly — Bi Dy < yo Ty (k), 
[will < 4 7 yolk — 7), 
其 中 w 和 w 是 趋 于 零 的 某 些 正 序列 . 
此 外 , 类 似 的 估计 对 (B.10) 左 端的 表达 式 关于 (z0,wuo,y',vi,p) 的 所 有 导数 必 
须 成 立 , 这 时 w 和 w 可 依赖 于 导数 的 阶 数 ， 
如 我 们 在 3.7 节 证 明 的 , (B.9) 的 解 是 逐次 逼近 { (x6 ,wy ,2 ),… ， (ze)， 
ug ut)} 当 n 一 +eo 时 的 极限 , 以 初始 猜测 (z5 ,ub ,v6? ,v4?) = 0 开始 的 


(B.10) 


j-—1 
sD A + DA, ,on), 
s=0 


I—1 
uD = A + 人 ol 


a=0 a (B.11) 
yt 二 Br wi)y! DB Gg (zh, ul, g(m)， om) ,1)， 
S= 了 
大 一 1 
of _ By -7)w! 六 》 By + ga(z ug un p). 
8 一 了 


因此 , 为 了 证 明 (B.9) 解 的 某 些 估 计 , 我 们 可 以 假设 n 次 逐次 逼近 满足 这 些 估 
计 , 然后 , 以 这 个 假设 为 基础 再 验证 (n + 1) 次 逐次 通 近 也 满足 这 些 估计 . 当然 估计 
必须 与 n 无 关 . 


附录 B 鞍点 不 动 点 附近 轨 线 的 一 次 渐 近 * 279 . 


按照 这 个 方法 ( 见 引 理 3.3) 我 们 已 经 证 明 对 任何 和 > Xo 和 了 < yo 有 
||z;, wil| < KN, ||y;, vi|| < 天 一 (B.12) 


其 中 K 是 某 正 常数 ( 它 依赖 于 入 和 5 的 特殊 选择 ). 现在 让 我 们 验证 , 恒等式 (B.2) 
的 满足 允许 我 们 改进 这 些 估 计 : 即 在 (B.12) 中 可 以 令 入 = Xo 和 了 = Yo. 
事实 上 , 假设 ”次 逼近 满足 


lz < KA Iu < KeX, i 
lly < KR lov < Kp. 
我 们 必须 验证 适当 选取 常数 K,, K, Ky, K, 以 后 (n+ 1) 次 通 近 满足 
llzeo+ < KX, led < KN, i 
ly < Kr, vd g Koy 
将 (B.12), (B.13) 代入 (B.11) 得 
上 了 一 1 
lz < Xe+》 AN (SKM 十 CKunS AS)， 
a (B.15) 
[dl < (Nie + 》、 (AN) 和 1(CK2X2s + 6KuNs). 
#8 二 0 


其 中 , C 是 某 个 常数 ,e 是 (xz0,u,y1,v!) 范 数 的 上 界 . 注意 考虑 恒等式 (B.2): 用 常数 
6 估计 ||f221|， 人 6 变 得 任意 小 , 以 及 ||fzil| 的 估 
计 为 ||fz1(z,y, ol < lfai(0,wo)l+suplljazll :llzll < Cllzll. 用 相同 的 方法 我 们 有 
| 上 Pai(zyo)l < sup 有 ff1zll :||zll, 由 于 在 (y,v) =0 有 fiz 三 0 得 知 |Pha(zyo)|| < 
6l|lzll, 其 中 5 可 取 任 意 小 . 对 函数 fs 由 恒等式 (B.2) 得 fi2|| < Clly, ol. 


2 j—1 一 大 
由 (B.15) 我 们 有 llzfp+D|| < Xe+ Sa ez 忆 2 1 以 及 |lue+a| < 
(MICK? Ss 


Wet -人 一 二 总 , 由 此 对 (z， Se 得 估计 (B.14), 只 要 选择 Kx 和 K。 
使 得 
6K2 CKv 
> Oo 一 


CK? 0 
之 一 一 一。 
Ku>et yntR tN 


由 于 问题 的 对 称 性 , 对 (y,v))*+ 所 要 求 的 估计 可 用 同样 方法 得 到 | 
因此 , (B.11) 的 解 (以 及 所 有 的 逐次 逼近 ) 满足 


(zj,43) = OM), (ou) = OW 7). (B.16) 
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现在 我 们 假设 n 次 逐次 逼近 满足 (B.10). 基于 恒等式 (B.2), 函数 户 有 估计 
Al] < sup llfiysl) Hzll + sup fi2cy,0))) :Jel) : ly, ol. (B.17) 
由 于 当 (y,v) 一 0 时 六 io 一 0, 由 (B.16), 假设 (B.10) 成 立 , 则 n 次 逼近 有 
fi (25, ud), yh), vA, po) < Plk — s)M + Cy Mp2(s), (B.18) 


其 中 C 是 某 常数 , ps 是 (B.10) 中 对 v 的 估计 量 , 51 是 当 大 - s 一 +eo 时 趋 于 零 的 
正 函数 (与 (B.10) 中 yp; 和 wi; 的 选择 无 关 ). 
类 似 地 ， 
||P(z wb, yh, vb , < Ba(s) MN + dp2(s) MX, (B.19) 
其 中 6 可 由 缩小 鞍点 邻 域 的 大 小 而 取得 足够 地 小 , 且 当 s 一 +oo 时 B2(s) 一 0 (Po 
在 固定 的 z = z 铝 ) 给 出 ||fzil| 的 上 界 . 由 (B.2) 当 z 一 0 时 它 趋 于 零 ). 
由 (B.18), (B.19), 我 们 分 别 得 到 


j-1 
DM f(z , ul, gun 
3 一 0 


了 一 1 5 一 1 
< 2 NPk-s) tO, NW "pas) 
3 一 0 


3 一 0 


以 及 
了 一 1 


<> (3 ) | [pa(e) + 5ip2()]. 


DN f2 (zh"™) ， ub) 》 gm) ; ug) , 4) 
s=0 


此 ( 见 (B.11)), 如 果 


k—1 k—1 
pi(k) = > NPR s)+CD ,YW "pals) (B.20) 

s=0 s=0 

和 
1 天 :1 8 

NS 

(7)= | 一 J 3 十 0 )])， (B.21) 
yp2(j) = (2 ) (e > [$2(s) 十 6p2(s)]) 


则 (z,z)t"+50 将 满足 (B.10). 
大 家 知道 , 当 大 一 +oo 时 对 任何 a < 1 和 当 一 s 一 十 oo 时 趋 于 零 的 任何 序列 
yp 和 式 
大 一 工 
> asp(k 一 5) 
s=0 
趋 于 零 . 因此 方程 (B.20) 实际 上 定义 了 收敛 于 零 的 序列 yp1(k), 只 要 s 一 +oo 时 
922(s) 趋 于 零 . 
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由 (B.21), 给 出 的 序列 pa?(7) 可 重 写 为 


Pa6+D= 世 (+ 二 ) -maG)+ 站 . 现 O) 


由 于 对 充分 小 5 站 (1+ 5) < 1, 以 及 当 j 一 o0 时 PC(j) 一 0, 得 知 由 这 个 公式 
9%22(7) 的 确 趋 于 零 . 

由 问题 的 对 称 性 , 可 用 完全 类 似 的 方法 求 得 适当 函数 办 和 ws， 这样 我 们 已 经 
证 明了 估计 (B.10). 要 完成 引 理 的 证 明 , 还 需要 证 明 (B.9) 的 解 (zj,wj,yj,v,) 的 所 
有 导数 有 类 似 的 估计 . 

在 3.7 节 我 们 已 经 证 明 逐 次 逼近 收敛 于 边 值 问题 的 解 以 及 它们 的 导数 . 因此 我 


们 可 以 假设 对 某 些 与 ”无关 但 依赖 于 导数 的 阶 数 jp| 的 收敛 于 零 的 序列 wz 和 1 2， 
n 次 至 近 满 足 ? 

Pazf — Dp(A1(p)iz)) < kre Xp 四 (b)， 

||Dpu i™ | < kPa Mp (2), 
B.22 
||Dpgy 一 Dp(Bi(p)- -Dy < key * Dyn) (k), Ee 


IDpv < kPayg -7 yh (k ~ 3). 


于 是 , 基于 这 个 假设 , 我 们 必须 证 明 下 一 个 逼近 {(zf"+D，uf"+D，yf"+D，ufn+D)]4 0 
满足 相同 的 估计 . 


事实 上 , 我 们 只 需要 对 zj ”和 wu"11 验证 . 由 问题 的 对 称 性 , 可 对 y "1 和 
oj 得 到 类 似 的 结论 . 


微分 (B.11) 给 出 


了 一 1 
Dozg = Dp(ha(iz0) + 2 Ds (Ai(p) fs, ,yA ,vp)), 
8 一 0 


j—1 
Post = Dp( Az(p)iu) + Do Dp A217 fas, uk, ,0h, p)). 
s=0 


OP1+p2 


BE a0 yi 01) Op 其 中 (p = (p1, p2))- 


2 我 们 用 记号 Dp = 
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由 (B.4), (B.5) 我 们 有 


IDpz1"+Y — Do(Ai(p)izo))|| 


j—1 
< 常数 .入 7 kr2-72 》 A Dp fi (2, wb, y ,vA™, po) 
P1=p1,p2=0,.… ,p2 s=0 (也 .23) 
.23 
| 


了 一 1 
< 常数 :Plt 2 D0) Dy fa ,0 | . 
Pi1=p1;p2=0,* ,p2 3=0 
现在 , 用 与 前 面相 同 的 方法 , 为 了 证 明 引 理 , 我 们 必须 验证 类 似 于 (B.18) 和 
(B.19) 的 估计 关于 任何 p 阶 导数 D, fi,2 也 成 立 : 


liDpfi (zd), yA™), oA, pI < (Bi(k — s) M8" + Ba(s)ye AR (B.24) 
和 
1Dpfa(z0), ud) ,go pI] < [Bs(s) + dp (s)] Mk??, (B.25) 


其 中 5 可 以 在 缩小 所 考虑 的 鞍点 不 动 点 的 邻 域 的 情况 下 取得 任意 小 ，B1.2.3 是 收敛 
于 零 的 某 些 序列 , 此 外 , 6s 与 (B.22) 中 估计 量 pw 由 和 vw 的 特殊 选择 无 关 , Bi。 与 
gp) 和 wh?) 无 关 (不 过 ,81,2.3 可 以 依赖 于 对 应 低 阶 导数 的 p 和 多 ). 

由 链 规则 , 导数 D, 大 (zu,y4" ,v4 ,jp) 由 下 面 和 式 估计 : 


OnN+q2+q3 fi 


常数 。 2 | a ot 0p 


91,92,93 B.26 
x |Di, 2, wD (cg ug Se 


x |D (go Pu ;0 (gw ), 


其 中 gq, ,。 是 满足 g1+qz+qs < pi 十 pz 的 非 负 整数 , 诸 ! 是 满足 21 十 … 十 ja +q,,1 = pi 
和 ?2 十 …' 十 lo,+e2 十 g3 = 二 Pp2 的 非 负 整数 对 . 

由 假设 , 导数 ||Diw 四 | 和 ||Diw 四 | 的 估计 由 (B.22) 给 出 . 由 于 pl 各 与 7 
无 关 , 存在 与 p 和 的 特殊 选择 无 关 的 常数 C, 使 得 对 所 有 充分 大 的 k, 当 (B.22) 
满足 时 


(wo, wub, yO wh", p) | 


lIDiz WN < CMS， | 由 Di < Cy ks. (B.27) 
因此 , 估计 (B.26) 可 重 写 为 
O91+42+q3 . WN 本 
常数 。 2》_ pr rt ON 
q1,92,43 y 外 HH 


(B.28) 
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显然 , 在 对 fi 的 估计 中 , 满足 q; > 2 和 gs > 1 的 项 适合 (B.24), 户 的 估计 中 所 
有 满足 g1 > 2 的 项 适合 (B.25). 我 们 也 指出 ， 
O22+qs 方 O92+qs fi (n) D92+9a fo 


rt bla Me 
By monn = Bly vuOpm + Gly vuopm oN) 


(我 们 用 了 (B.10), (B.16) 和 恒等式 (B.2), 这 给 出 当 z 一 0 时 i 一 0). 因 
此 , 对 有 的 估计 (B.28) 中 满足 g = 0 和 go > 1 的 项 以 及 对 fo 的 估计 中 满足 om = 0 
的 所 有 项 分 别 也 适合 (B.24) 和 (B.25). 
情形 qi = 0, gz = 0 对 应 于 只 对 jy 的 微分 ( 即 pi = 0 和 pa = g3). 回忆 关于 的 
第 fr 一 1) 阶 导数 可 以 不 存在 , 因此 我 们 必须 仅 对 gs < "2 估计 导数 二 . 这 些 导 
数 关于 (z,w,y,v) 光滑 , 因此 我 们 可 以 (利用 在 (y,v) = 0, 有 户 三 0. 见 (B.2)) 写 为 
Bm 8 0% 有 
Op O(y,v) Op 
由 此 , 所 考虑 的 项 的 估计 恰 如 其 它 项 在 g = 0 时 的 估计 . 
(B.26) 中 最 后 剩 下 要 研究 的 项 是 (gq! = 1) 
0 O92+93 fi 
Oz O(y,v)P2 Ou 


< |ly, vll : sup 


Ya) MgkP2 qs 


和 
0 O92+43 fi 


Ou O(y, v) Ou 
注意 , 当 (zw) 一 0 时 友 一 0 ( 见 (B.2)). 因此 , 上 面 两 项 都 以 78e 9)o(XS)kP> 为 
估计 , 即 它们 适合 (B.25). 如 果 go > 1, 则 适合 (B.24). 
剩 下 来 考虑 对 户 的 情形 gt = 0, gq。 = 0， 为 了 满足 (B.24) 我 们 必须 证 明 当 
0 06% 有 


天 一 5 一 十 oo 时 
| O(z,u) Op 


趋 于 零 , 这 显然 可 由 (B.16) 得 到 , 因为 有 = fi17 十 fi2y 以 及 诸 fii 在 (y,v)=0 为 
零 ( 见 (B.2)). 

我 们 已 经 证 明 导 数 Dp 天 (z49 ui, yoi 站) 满足 估计 (B.24) 和 (B.25). 注 
意 , 对 z4? 和 wv" 的 导数 我 们 仅 用 了 估计 (B.27), 它们 与 (B.22) 中 的 p 和 的 选择 
无 关 . 因此 , (B.24) 中 的 估计 量 81 事实 上 与 yg; 和 1 无 关 . 在 (B.26) 中 对 (B.25) 
有 作用 且 依赖 于 yp 中 和 Wi2 的 仅 有 项 是 


fs Dou 和 fl iDpv A. 
这 里 第 一 项 的 估计 为 5X5wp(s)kP, 其 中 5 可 取 任 意 小 . 第 二 项 的 估计 为 


kr2yAP) (k — s): (| Je) + fs2oll llus™)), 


. YE Ko(AS) kr -qs. 


= 夺 


"0 
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对 充分 大 的 这 给 出 与 p 包 和 % 公 的 选择 无 关 的 估计 o(X8)k?? ( 见 (B.16), (B.2)). 
所 有 这 些 完全 与 (B.25) 是 一 致 的 . 

现在 , 对 接 下 来 的 逼近 { (2 ,w+ gu)} 和 oo, 估计 (B.22) 的 正确 
性 由 (B.24), (B.25) 得 到 , 它 刚 好 与 由 (B.18), (B.19) 得 到 (B.10) 的 正确 性 的 方法 完 
全 一 样 . 引 理 得 证 . 


注 ”在 映射 至 少 是 Cs - 光滑 的 情形 , 用 同样 方法 可 得 到 (B.6) 和 (B.7) 中 函数 
上 和 以 及 它们 直到 (r - 2) 阶 导 数 稍微 好 一 点 的 估计 , 就 是 其 中 项 o(X) 和 o(y6*) 
分 别 由 O((X)*) 和 O((Y) 下 ) 代替 ( 见 Gonchenko 和 Shilnikov [27]). 
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蒂 - 焦点 (2,1), 23, 24, 33, 40 

鞍 - 焦点 (2,2), 33, 38, 624 

鞍 - 焦点 的 8 字形 同 宿 , 572 

鞍 - 焦点 同 宿 回路 , 78, 546 


鞍 - 结 点 , 44, 348, 364, 395, 467, 472, 473， 
483 

鞍 - 结 点 不 动 点 , 499, 661 

贰 - 结 点 不 动 点 分 支 , 423 

蒂 - 结 点 平衡 态 , 472，479 

鞍 - 结 点 平衡 态 的 消失 , 473 

蒋 - 结 点 周期 轨道 , 486, 494, 505 

鞍 - 结 点 周期 轨道 分 支 , 425 

贰 - 结 点 极限 环 分 支 , 424 


B 

斑马 形 , 36 

半 轨 线 , 10, 307 

半 可 定向 的 8 字形 同 宿 , 575 

半 可 定向 的 蝴蝶 同 宿 , 574 

半 平 面 , 342 

半 稳 定 , 331 

半 稳 定 不 变 闭 曲线 , 463 

半 稳 定 环 , 424 

半 稳 定 平衡 态 , 417 

胞 腔 , 12 

保 积 映射 , 634 

倍 周期 分 支 , 436, 495, 532, 562, 599, 666 

倍 周 期 分 支 (翻转 分 支 ), 595 

倍 周期 级 联 , 334 

本 质 映射 , 486, 487, 596 

边界 鞍点 平衡 态 , 481 

边界 系统 , 334 

边 值 问题 , 62, 66, 116, 138, 139, 215, 217 

变 分 方程 , 2, 146 

变量 变换 , 102, 159 

变量 的 形式 变换 , 74 

标准 形 , 343 

不 变 , 6, 433 

不 变 非 主流 形 , 50 

不 变 环 面 , 177, 180, 193, 195, 312, 459, 470， 
481, 632 

不 变 环 面 的 产生 , 595 

不 变 环 面 的 软 生成 , 599 

不 变 集 , 6, 8 
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不 变 流 形 ， 110, 187, 191, 343, 351, dg 46 
态 , 46 

和 490 不 稳定 异 宿 环 , 335 

py 0 ee 不 稳定 中 心 流 形 , 211, 212, 214, 247 
线 , 196, 455, 459, 461, 478, 490, 662 不 稳定 主 乘 子 , 137 

不 变 叶 层 , 226, 232 不 稳定 主子 空间 , 32, 33 

不 变 圆 周 , 91 不 稳定 子 空间 , 22, 23, 89 

不 变 圆周 的 软 产 生 , 455 

不 变 中 心 流 形 , 204 C 

不 变 主 流 形 , 56 叉 分 支 , 350, 418, 638, 667 

不 变 子 空间 , 24 产生 鞍点 周期 轨道 , 544 

不 动 点 , 84, 93, 321, 361, 374, 390, 426, 453 产生 不 变 环 面 , 463 

不 动 点 不 稳定 , 460 产生 周期 轨道 , 534 

不 动 点 乘 子 , 85 常规 不 稳定 不 变 流 形 , 241 

不 动 点 的 鞍 - 结 点 分 支 , 561 常规 不 稳定 流 形 , 235 

不 动 点 的 倍 周期 分 支 , 561 常规 稳定 不 变 流 形 , 241 

不 动 点 分 支 , 427, 429, 430 常规 稳定 , 237 

不 可 定向 的 8 字形 同 宿 , 575 常规 稳定 流 形 , 232, 234 

不 可 定向 的 Lorenz 吸引 子 , 683 常 微 分 方程 , 1 

不 可 定向 的 蝴蝶 同 宿 ， 574 超 临界 Andronov-Hopf 分 支 , 444, 448 

不 可 定向 的 同 宿 回 路 , 581 超 临界 分 支 , 418, 419 

不 可 定向 的 圆周 映射 , 494 超 同 宿 轨 道 , 545 

不 可 定向 情形 , 524, 525 超 限 序数 , 309 

不 可 定向 曲面 , 524 乘 子 +1, 419 

不 稳定 Lamerey 螺 线 , 88, 370 乘 子 -1, 430 

不 稳定 不 变 流 形 , 511 持久 性 , 195 

不 稳定 不 变 子 空间 , 19, 32 稠密 粗 微分 同 胚 , 307 

不 稳定 不 变 子 流 形 , 61 从 一 侧 不 可 到 达 , 332 

不 稳定 不 动 点 , 492, 495, 504, 524 粗 , 303 

不 稳定 方向 , 89 粗 鞍 点 , 347 

不 稳定 非 主流 形 , 384 粗 不 动 点 , 426 

不 稳定 分 界线 , 381 粗 不 稳定 环 , 366 

不 稳定 复杂 ( 弱 ) 焦点 , 355 粗 环 , 303 

不 稳定 焦点 , 19, 22, 91 粗 焦 点 , 447 

不 稳定 焦点 (平衡 态 ), 57 粗 平衡 点 , 334 

不 稳定 结 点 , 19, 22, 88 粗 微分 同 胚 , 307 

不 稳定 结 点 (平衡 态 ), 57 粗 稳 定 周 期 轨道 , 489 

不 稳定 流 形 , 121 粗 系 统 , 304, 307 

不 稳定 平衡 态 , 418 粗 性 , 307 


不 稳定 特征 子 空间 , 110 粗 周 期 轨 线 , 85 
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次 线性 估计 , 517 


D 

大 范围 , 243 

大 范围 鞍 - 结 点 分 支 , 487 

大 范围 稳定 不 变 流 形 , 57 

大 范围 不 稳定 不 变 流 形 , 57 

大 范围 不 稳定 流 形 , 483 

大 范围 二 分 系统 , 216, 226, 235, 383 

大 范围 分 支 , 472 

大 范围 稳定 , 57 

大 范围 相 图 , 396 

大 范围 映射 , 250, 475, 478, 510, 520，548, 
563 

大 叶 条 件 , 498 

代表 点 , 3 

单 参数 族 , 400, 404, 455, 463 

单 侧 渐 近 稳 定 , 510 

单 侧 稳 定性 , 510 

单个 主 特征 值 , 137 

单 圈 同 宿 回 路 , 562 

单 值 逆 映射 , 191 

等 价 轨 线 , 12 

等 射 , 199 

第 二 个 Lyapunov 量 , 357 

第 二 临界 情形 , 352, 368 

第 二 临界 情形 的 规范 形 , 354 

第 二 情形 鞍 - 焦点 , 553 

第 三 临界 情形 , 371 

第 一 个 Lyapunov 量 ，403，435，459，652， 
654 

第 一 个 分 界线 量 , 515 

第 一 类 型 的 稳定 性 边界 , 595 

第 一 临界 情形 , 347 

第 一 情形 鞍点 , 553 

典范 规范 形 , 515 

定向 图 , 325 

定性 积分 , 9 

定性 研究 , 15 

动力 不 确定 的 边界 , 603 


动力 确定 的 边界 , 603 
动力 系统 , 4 

度量 , 307 

对 数 螺 线 , 91 

(多 ) 重 极限 环 , 452 
多 项 式 变 换 , 70, 73 


E 

额外 退化 性 , 648 

二 叉 树 , 569 

二 次 切 触 , 335 

二 维 Poincaré 映射 , 86, 678 

二 维 不 变 环 面 , 195 

二 重 分 界线 回路 , 532, 584 
二 重 极 限 环 , 532 

二 重 同 宿 回 路 , 563, 565, 576, 682 


F 

法 坐标 , 139, 141, 151 
反 向 倍 周期 分 支 , 563 
反 周 期 , 195, 196 
飞行 时 间 , 488, 505, 512 
飞行 时 间 函 数 , 488 
非 粗 平衡 态 , 406 
非 粗 系统 , 316 
非 粗 性 系统 , 327 
非 共 振 , 74, 388, 431, 454 
非 共 振 函 数 , 78, 162 

非 共振 情形 , 373 

非 光 滑 Klein 瓶 , 496 
非 光滑 不 稳定 流 形 , 263 
非 横 截 同 宿 轨 道 , 334 
非 横 截 相交 , 339 

非 局 部 , 243 

非 局 部 中 心 流 形 , 243 
非 平 凡 Jordan 块 , 17 
非 平 凡 不 动 点 , 446 

非 平凡 平衡 态 , 447, 666 
非 平 凡 吸引 子 , 340 

非 齐 次 边 值 问题 , 68 
非 奇异 映射 , 99 
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非 同 伦 (微分 同 胚 ), 193 负 半 雪线 , 4, 46 
非 退 化 分 支 , 85 复 共 罗 , 360 

非 退 化 假设 , 538, 583 复 共 和 乘 子 , 360, 453 

非 退 化 同 宿 回路 , 564 复杂 , 364 

人 复杂 (退化 ) 鞍点 , 366 
非 严 格 方法 ;338 复杂 车 - 焦点, 356 

非 游荡 点 , 307, 308, 315 复杂 动力 学 , 317，324，333，334，546，550， 
非 游荡 轨道 , 324 556 

非 游 荡 集 , 320 复杂 稳定 ( 弱 ) 焦点 , 374 
非 正则 情形 , 608 覆 氨 , 200 

非 周 期 ( 轨 线 ), 93 

非 主 , 102 G 

非 主 不 变 流 形 , 136 概 形 , 12, 305, 328 

非 主 不 变 子 空间 , 55, 94 概 周期 , 314 

非 主 不 稳定 不 变 流 形 , 115 概 周 期 运动 , 312 

非 主 不 稳定 子 流 形 , 244 刚性 生成 , 447 

非 主 乘 子 , 94 刚性 失去 稳定 性 , 445, 456, 597 
非 主 方向 , 21 高 维系 统 , 333 

非 主 局 部 流 形 , 56 高 维 线性 系统 , 24 

非 主流 形 , 54, 55, 237, 473 高 维 线性 映射 , 93 

非 主流 形 的 分 层 , 53, 104 共振 , 70, 157 

非 主 平面 , 19 共振 ( 超 ) 平面 , 74 

非 主 稳定 不 变 子 流 形 , 115 共振 不 动 点 , 379, 384, 397 
非 主轴 , 88 共振 多 项 式 , 76 

非 主子 空间 , 102 共振 关系 , 372 
非 自 治 系统 , 178, 383, 391, 435 共振 环 面 , 465 

分 界线 , 19, 329 共振 集 , 70 

分 界线 回路 , 332, 509, 514, 524, 534 共振 阶 , 70, 157 

分 界线 回路 分 支 , 528 共振 情形 , 374 

分 界线 量 , 564, 571 共振 区 域 , 464, 470, 490 
分 形 , 313 共振 无 限 集 , 79, 80 

分 支 , 327, 332 共振 模 , 464, 467 
分 支 参 数值 , 338 共振 周期 轨道 , 402, 459 
分 支点 , 350, 418 共振 周期 轨道 分 支 , 463 
分 支 集 , 338, 402, 441, 571 孤立 (平衡 态 ), 13 
分 支 开 折 , 450, 460, 558 光滑 不 变 闭 曲线 , 180 

分 支 曲面 , 417 光滑 不 变 流 形 , 58 

分 支 图 , 426, 441, 528 光滑 不 变 曲线 , 460 
封闭 性 引 理 , 315 光滑 不 变 叶 层 , 212 


负 向 Poisson 稳定 点 , 309 光滑 动力 系统 , 5 


we 第 一 卷 和 第 二 卷 索引 


光滑 共 示 定 理 , 208 J 

光滑 环 面 , 493 积分 曲线 , 2 
光滑 环 域 映射 , 468 积分 系统 , 9 

光滑 流 形 , 321 基 , 210 

光滑 微分 同 胚 , 84 基本 概念 , 1 
光滑 吸引 不 变 流 形 , 502 基本 解 矩阵 , 146 
光滑 吸引 不 变 曲 线 , 565 级 联 , 5 

光滑 叶 层 , 210 极 大 开 集 , 204 
光滑 主 蒂 点 流 形 , 61 极 大 链 , 325 

规范 形 , 76, 636, 679 极限 环 , 10, 82, 358, 392, 519, 530, 572, 650 
规范 形 方 法 , 398 极限 环 的 唯一 性 , 528 

轨道 - 翻转 分 支 , 558 极限 环 分 支 , 332, 477 

轨道 - 翻转 同 宿 分 支 , 564 极限 - 拟 周期 , 313 

轨道 规范 形 , 355 极 小 集 , 7, 9, 181, 200, 312 
轨道 稳定 性 , 153 尖 边 , 417 

轨 线 , 315 尖 点 , 618, 619 

H 尖 分 支 , 412 

耗 散 系统 , 310 人 


简单 动力 学 , 316, 333 


Ra 人 简单 同 宿 回路 , 565 
横 截 同 宿 轨 线 , 323 渐 近 表达 式 , 405, 418 
横 截 相交 , 319, 321 渐 近 规范 形 , 637, 644 
横 截 性 条 件 , 264 渐 近 稳定 , 344, 345, 357, 362, 363, 365, 384， 
横 截 异 宿 连 接 , 306 391, 392, 656 
” 渐 近 相 , 153 
横 截 族 , 402, 418 
蝴蝶 同 宿 , 556, 573, 688 渐 近 形式 , 648 
人 交叉 形式 , 172, 183, 190, 323 
0 465 焦点 , 53, 104, 610 
结 点 , 53, 611 
环 面 代 数 自 同 构 , 194 ns 
环 面 的 稳定 性 , 198 ws > oo 
rp . 结 点 区 域 , 44, 481 
二 wy 
er ee Re 结构 不 稳定 平衡 点 , 44 
汇 , 45 结构 不 稳定 性 , 337 
ee 0 od 结构 不 稳定 周期 轨 线 , 213 
混沌 性 态 , 659 结构 稳定 , 82 
则 结构 稳定 鞍点 , 57 


混沌 准则 , 324 
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结构 稳定 不 动 点 , 99, 115, 126 

结构 稳定 的 周期 轨 线 , 85, 201 

结构 稳定 平衡 态 , 13; 41, 198 

结构 稳定 性 , 321 

截断 规范 形 , 81 

截面 , 83, 181 

解 , 1 

解析 不 变 流 形 , 57 

经 验 混 沌 特性 , 312 

局 部 不 变 集 , 50 

局 部 不 变 流 形 , 237 

局 部 不 变 中 心 流 形 , 206 

局 部 不 稳定 流 形 , 46, 58, 364 

局 部 分 支 , 204, 398 

局 部 简化 , 213, 214 

局 部 扩展 稳定 流 形 , 252 

局 部 理论 , 12 

局 部 情形 , 243 

局 部 拓扑 等 价 (系统 ), 44 

局 部 拓扑 等 价 的 周期 轨 线 , 100 

局 部 稳定 不 变 流 形 , 98, 383 

局 部 稳定 流 形 , 46, 58 

局 部 映射 , 250, 251, 475, 480, 510, 517, 520， 
547, 563 

局 部 直 化 , 484 

局 部 中 心 流 形 , 208, 213 


K 

开 区 域 , 316 

可 定向 8 字形 同 宿 , 576 

可 定向 的 圆周 微分 同 胚 , 199 
可 定向 情形 , 525 

可 定向 曲线 , 4 

可 允许 偶 , 570 

控制 参数 , 399 

快 - 慢 系统 , 504 

快 系统 , 502 

快 周期 轨道 , 502 

框架 , 12 

扩展 不 稳定 不 变 子 空间 , 33, 96 


扩展 不 稳定 流 形 , 61, 248 

扩展 不 稳定 特征 子 空间 , 115 
扩展 不 稳定 子 空 间 , 34, 40 

扩展 稳定 不 变 子 空间 , 33, 96 
扩展 稳定 流 形 , 61 

扩展 稳定 特征 空间 , 247, 263 
扩展 稳定 特征 子 空间 , 115 

扩展 相 空间 , 2 


L 

蓝天 突变 , 205, 472, 495, 496, 504, 596, 599， 
670 

蓝天 突变 的 Medvedev 构造 , 668 

离散 动力 系统 , 5 

联 边 分 支 , 479 

联 边 同 宿 回 路 , 478 

链 , 324 

链 规则 , 590 

两 个 环 , 450 

临界 鞍点 , 366 

临界 不 动 点 , 361, 366, 388, 396 

临界 节点 , 17 

临界 平衡 态 , 343, 346, 399 

临界 情形 , 204, 398 

临界 周期 轨道 , 399 

零 鞍 点 量 , 528 

流 形 , 357, 552 

流 形 的 不 变性 , 102 

流 形 的 维 数 , 46 

挛 生 对 , 312 

螺旋 面 形 式 ,549 

螺旋 吸引 子 , 15 


™M 

模 数 , 335 
魔鬼 楼 梯 , 636 
魔鬼 轮 , 605 


N 
内 分 支 , 334 
拟 极 小 集 , 7, 9, 312, 570 
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拟 极 小 吸引 子 , 571, 574 
拟 周 期 轨 线 , 459 

拟 周期 函数 , 181 

拟 周期 机 制 , 464, 468 
拟 周期 解 , 182 

拟 周期 流 , 7, 570 

“ 逆 时 间 ” 系 统 , 3 
逆 时 针 方 向 ,18 

“ 道 时 针 方 向 ”的 同心 圆 , 43 
逆 映 射 , 128 

黏合 , 382 

黏合 分 支 , 679 


O 
耦 映射 , 182 


Pp 

拍 频 调制 , 478 

排斥 , 154, 365, 367, 500 
排斥 区 域 , 660 

排斥 周期 轨 线 , 154 
偏 序 , 73 

频率 机 制 , 470 

频率 谱 , 470 

平凡 共振 , 372 


平衡 态 , 2，9，13，236，304，339，344，351， 


394, 470, 472 
平均 定理 , 629 
平均 系统 , 627 
平面 分 支 , 407 
破裂 点 , 470 
谱 , 106 


Q 

齐 次 多 项 式 , 70, 158 

齐 次 系统 , 167 

奇怪 吸引 子 , 8, 15, 316, 507, 557, 678 
奇 摄 动 系 统 , 500 

铅 直 长 条 , 322 

嵌入 , 507 

嵌入 流 , 505 


捧 人 流 映 射 ,505 

强 不 稳定 不 变 叶 层 , 212, 241 
强 不 稳定 流 形 , 553 

强 不 稳定 子 流 形 , 244 

强 共振 , 470 

强 共 振 值 , 376 

强 稳定 , 365 

强 稳 定 不 变 流 形 , 211, 343 
强 稳定 不 变 叶 层 , 205 

强 稳定 不 变 子 空间 , 31 

强 稳定 流 形 , 329, 363 

强 稳定 叶 层 , 213, 483 

强 稳定 子 流 形 , 247 

倾角 - 翻转 分 支 , 555, 558 
球 , 179 

曲线 三 角形 , 34 

全 纯 积 分 , 357 

群 性 质 , 2 


有. 

软 性 失去 稳定 性 , 444 
弱 , 312 

弱 鞍 - 焦点 , 374 

弱 共 振 , 76, 376 

弱 焦 点 ,329 


S 

三 角形 式 , 210 

三 重 不 稳定 性 , 645 
失去 光滑 性 , 471 

失去 稳定 性 , 452, 604 
时 间 变 换 , 3 

时 间 尺 度 化 , 3 
时 间 反 向 , 22, 211 

实 Jordan 形 , 93 
示意 图 , 12 

双 参 数 族 , 448 

双 涡 形 管 Chua 吸引 子 , 678 
双 涡 形 管 吸 引子 , 15 
双向 渐 近 轨 线 , 77, 330 
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双向 无 穷 轨 线 , 5 
水 平 长 条 , 322 
顺 时 针 直 角 螺 线 , 87 


工 

特殊 轨 线 , 11 

特征 方程 , 146, 203 

特征 方向 , 244 

特征 根 , 146 

特征 空间 , 245 

特征 值 , 14, 74, 85, 93, 150, 318, 320, 443 

特征 指数 , 14, 25, 148, 247, 263, 403, 443 

特征 子 空间 , 53 

提升 , 200 

跳跃 方向 , 128 

停留 时 间 , 476 

通 向 蓝天 突变 的 道路 , 501 

通 有 族 , 400, 402 

同步 化 , 199, 327 

同 胚 , 4, 42, 96, 156, 199, 304, 318, 365 

同 胚 于 Mabius 带 , 601 

同 宿 二 重 级 联 , 684 

同 宿 分 支 , 472, 679 
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分 支 与 混沌 控制 了 非 线 性 动力 学 研究 20 多 年 , 关于 这 个 课题 已 经 
出 版 了 许多 介绍 性 的 和 高 级 水 平 的 著作 。 但 是 , 还 焉 和 机 本人 
这 两 者 之 间 的 桥梁 , 它 同时 满足 教学 上 的 诉求 和 数学 的 严谨 性 。 本 书 正 
是 为 完成 上 面 这 个 难以 执行 的 任务 编写 的 。 

沿 着 Poincare 以 及 著名 的 Andronov 非 线性 振动 学 派 的 脚步 , 本 书 
着 眼 于 高 维 非 线性 动力 学 的 定性 研究 。 书 中 阐述 的 许多 定性 方法 和 工具 
只 是 在 最 近 才 被 发 展 起 来 的 , 且 还 没有 以 教科 书 的 形式 出 现 过 。 

本 书 保持 自封 的 特色 。 所 有 课题 都 介绍 了 发 展 背 景 且 保持 了 数学 
的 严谨 , 并 配 以 丰富 的 插图 和 高 水 平 的 阐述 。 本 书 适合 对 非 线 性 动力 
二 


级 本 科 生 以 及 研究 生 使 用 参考 。 


“这 本 书写 得 很 棒 , 条 理 清晰 , 并 配 有 精美 的 插图 :…… 这 本 强调 数 

学 技巧 的 严谨 的 著作 如 果 再 补充 一 些 应 用 , 会 成 为 很 好 的 工程 学 教程 的 
基础 教 本 。” 

——Applied Mechanics Reviews 


“简短 的 注释 涉及 理论 的 方方面面 而 不 仅仅 限于 数学 问题 , 它 
为 本 书 增添 了 别 样 的 色彩 。 我 将 此 书 推荐 给 所 有 热爱 非 线 性 定性 理论 的 
人 们 
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